Teorema de Goedel

Figure 1: Kurt Géedel

Godel nasceu em 18 de abril de 1906 em Brno atual Rep. Tcheca. Durante toda a
sua vida escolar somente uma tnica vez Godel deixou de ganhar a nota maxima (e logo
em matemadtica). Foi batizado de crianca como der Herr Warum (O senhor Por que 7).
Apresentou sua tese de doutorado em Viena em 1929. Morreu em 14/01/78 de fome.

Durante seu processo de naturalizagao americana, o juiz perguntou a opiniao sobre
a constituicdo americana: levou um sabao sobre suas incongruéncias, tinha medo das
emanagoes venenosas de seu refrigerador, morreu em 14/01/78 de fome

Em fins do século XIX, no Congresso de Matemética de Paris, em 1900, Hilbert,
renomado professor em Gottingen apresentou 23 problemas, que segundo ele estariam
ocupando os matematicos do século XX. Seu segundo problema perguntava se é possivel
provar que os axiomas da aritmética sdo consistentes, isto é, dado um ntmero finito
de passos logicos corretos, nunca se chegara a uma contradigao. Na esteira desse prob-
lema, Bertran Russell, um filésofo matemético (ou serd matemadtico filésofo ?) em 1910,
comegou uma série de livros (Principia Mathematica), na qual, baseado nos axiomas de
Peano, desenvolvia todo um programa de formalizagdo da matematica. A tentacdo era
saborosa: provar que logica e matematica eram a mesma coisa. Mas, o segundo prob-
lema de Hilbert continuava em aberto. Estudos posteriores de um jovem matematico
austriaco, Kurt Godel, emigrado para os EUA, que se consubstanciaram no teorema que
leva o seu nome, deram o tiro de misericérdia na pretensao. Godel provou que num
sistema logico formal existem assertivas verdadeiras que nao podem ser provadas. Foi
mais um sopetao na pretensdo homocéntrica do Universo (assim como fizeram Copér-
nico, Darwin e Freud, s6 para ficar nos mais evidentes). Antes de passar ao Teorema de
Godel, diga-se apenas que dos 23 problemas, aproximadamente a metade ainda nao tem
solugdo (terd algum dia ?), e pior, ou melhor, a matemdtica se desenvolveu em centenas
de diregbes nem sonhadas por Hilbert. Ainda bem que o trabalho final dele, terminava
com a citacao: Enquanto uma ciéncia oferece abundancia de problemas, ela estd viva.



Alids, buscando inspiracao no Congresso de 1900, na virada do século XX para o
XXI, um americano rico, deixou 1 milhao de ddlares para quem resolver por primeiro 7
problemas ainda pendentes na matemaética: O problema P versus NP, além da hipétese
de Riemann, a teoria de Yang-Mills (hipdtese de lacuna de massa), as equagOes de
Navier-Strokes, a conjectura de Poincaré, a conjectura de Birch, Swinnerton e Dyer e a
conjectura Hodge) ©
Demonstragao do Teorema de Incompletude
Seu teorema se baseia em um processo de 3 etapas:

1. Estabelecer as regras pelas quais axiomas (e teoremas) podem gerar novos teoremas

2. Estabelecer os axiomas da aritmética em linguagem de légica de predicados

3. Estabelecer uma forma de numeracao para os teoremas assim gerados.

Eis os axiomas de Peano para os niimeros naturais. Note-se que o simbolo s denota

sucessor, um conceito primitivo. O sucessor de 0 é 1,de 1 é 2, ... de n é n+1:
Vo ~ (0 = sz) Nao existe x tal que 0 seja seu sucessor
Va,y(sz = sy) = | Se2ndmeros tem o mesmo sucessor, sao iguais
(z=y)
Ve,r+0==x 0 é o elemento neutro na adicao
Vay,x+ sy = s(xr+ | x somado com o sucessor de y é igual ao suces-
y) sor de x+y
Ve,yrXsy =zy+x | x=2,y=blevaa2 x 6 =2 x 5+ 2 =12
Ve, x0=0 0 é o elemento absorvente na multiplicagao
Ve,r =2 identidade
Vayz,(x = y) = | propriedade transitiva
(@ =2 = (y =
z))
Vay,(x = y) = | A é qualquer férmula com 2 varidveis livres
(A(z,z) = A(x,y))
(P(0) A VzP(z) = | Regra fundamental da inducao matemética
P(sz))) = VaP(x)

Com estas informacoes, Godel, passou a etapa 3 do teorema, usando a tabela a seguir:

Simbolo | Cédigo | Simbolo | Cédigo | Simbolo | Cddigo
0 1 ( 6 ~ 11
S 2 ) 7 A 12
+ 3 , 8 3 13
X 4 x 9 A4 14
= 5 1 10 = 15

Note-se que s6 existe a varidvel z. Logo quando sé aparece x, ele serd identificado
como z1. Quando aparecerem z e y, eles serao x; e x11, € assim por diante.

Agora para cada clausula, Godel bolou um ntumero, que mais tarde foi chamado
"Nuimero de Godel”, e que é construido da seguinte maneira. Tomam-se os primos a
partir do 2. Sao eles: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 23, 29... Cada axioma terd seu numero
de Godel calculado por um sistema de numeracao onde as bases sao os primos e os

lvide em www.claymath.org as regras do prémio e a descrigio formal deste e de mais 6 problemas:



expoentes sdo o numero da tabela acima. Para clarear, vejamos o nimero de Godel do
axioma 4 de Peano:

Va,y;x + sy = s(x + y) [Escrito em linguagem matemadtica

21 + sx11 = s(x1 + x11) [Escrito na forma adequada para o teorema de Godel],

e o ntmero é:

29310 53 72.119.1310.1719.195.232.296.319.3710.413 43°.4710 5310 597

Note-se que o numero é enorme, mas isso é de proposito. E para que, dado um
ntmero, SE ELE FOR UM NUMERO DE GODEL, possa-se recuperar qual o axioma
ou teorema que lhe deu origem. Basta fatora-lo em seus componentes primos, e verificar
qual o expoente de cada um dos primos. Ou seja, a relacao axioma - nimero de Godel
é bi-univoca.

Estamos chegando perto da prova:

Seja o predicado PROVA(x,y,z), lido como x é o ndmero de Godel da prova da
féormula Y (que tem ntmero de Godel y), o qual teve o inteiro z inserido dentro dela.
Note-se que PROVA(x,y,z) é um jeito ficil de escrever uma imensa e longa expressao
onde aparecem x1, x11 e x111,

Essa expressao inclui muitos procedimentos, entre eles:

e dado um inteiro, fatore-o em seus fatores primos

e ache a expressao que lhe deu origem

e verifique se a expressao verifique se ela é uma férmula
e verifique se ela esta provada

Claramente sao procedimentos irrealizaveis na pratica, mas em principio, computaveis.

Vamos considerar um caso especial do predicado acima: Suponha que a férmula Y é
alimentada com seu préprio nimero de Godel, e vamos tentar negar a existéncia de tal
prova. Escreve-se ~ 3 xPROV A(x,y,y)

Em palavras: x é o nimero de Godel da prova obtida na férmula Y pelo nimero y
(Ntmero de Gédel de Y). Vamos chamar ao nimero de Godel da PROVA(x,y,y) de g.

Finalmente: o TEOREMA DE GODEL

~ 3 2PROV A(xz,g,g) é verdadeiro, mas nao é provéavel (no sentido de poder ser
provado) no sistema aritmético formal.

A demonstracao ocupa poucas linhas:

Suponha que ~ 3 2PROV A(z, g, g) é provavel (no mesmo sentido) e seja p o ntimero
de Godel dessa prova P. Entéo, nés temos que PROVA(p,g,g) é verdadeiro, desde que
P é a prova de G, na qual foram substituidas as varidveis livres. MAS, a veracidade
de PROVA(p,g,g) contradiz ~ 3 xPROV A(z,g,9), e daqui temos que nao existe essa
prova.

Entao, se tudo foi construfdo corretamente, a afirmacao ~ 3 xPROV A(x,g,9) é
verdadeira e portanto nao existe a PROV A(x, g, g) dentro do sistema.

Em resumo: Dentro de um sistema de légica formal existem teoremas que sao inde-
cidiveis.

O teorema de Goedel decide as duas primeiras questoes de Hilbert: a matematica
nao é completa e e nem pode ser provada consistente, mas nao resolve a terceira questao.
Esta foi respondida negativamente de forma independente por dois cientistas: o primeiro
denominado Alonso Churchs em abril de 1936 na universidade de Princeton ano nos
Estados Unidos. Outro foi Alan Mathison Turing, em agosto de 1936 no Kings College
em Londres. Um terceiro matemaético, o polonés naturalizado americano Emil Post,



professor do City College de New York submeteu em outubro de 1936 um artigo ao
Jornal de Légica Simbdlica no qual expoe uma idéia similar a de Turing, embora menos
ambiciosa.

Do trabalho de Church derivou-se a notagao A para definir fungoes, que esta por tras
da construgao do interpretador LISP. O trabalho do Post deu origem ao PROLOG. O
trabalho de Turing é simplesmente o projeto de um moderno computador digital.

Uma maneira mais facil de entender esta coisa é imaginar que Curitiba é uma pequena
aldeia que tem apenas um barbeiro. Ele é definido como o profissional que faz a barba
dos homens da aldeia que nao se barbeiam sozinhos.

Aqui o problema (que foi enderecado por Gédel): O barbeiro faz a sua prépria barba?

O barbeiro da aldeia, que barbeia todos os
homens que ndo se barbeiam sozinhos, se encon-
tra numa situagdo absurda: sua definicio nio
permite que ¢€le se barbeie sozinho e, ao mesmo

tempo, proibe-o de ndo se barbear.

Tlustracao de Matematica Moderna, de Walter Fuchs.



