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O Symbolic Python é um pacote Python que
implementa um sistema de computagdo simbé-
lica (CAS=Computer Algebra System) no am-
biente Python. Para entender o que é um sis-
tema deste tipo, acompanhe:

comput. numérica: sqrt(8)=2.82842712
comput. simbélica: sqrt(8)=2*xsqrt(2)

A vantagem da segunda é que é fécil passar da
segunda para a primeira, mas nao é possivel o
sentido oposto. Acompanhe:

>>> print(sp.sqrt(8))

2xsqrt(2)

>>> print(sp.sqrt(8).n())
2.82842712474619

>>> print(sp.sqrt(8).n(30))
2.82842712474619009760337 744842

O paradigma de computacao simbélica é o Ma-
ple. As vantagens de usar o sympy versus o Ma-
ple (por exemplo) s@o pelo menos duas: sympy
é de graga (Maple custa 1.000 doélares) e por ser
em python admite que vocé use tudo o que ja
sabe de python e também permite usar os mais
de 135.000 pacotes também de graca.

Instalacdo e uso O sympy precisa ser
instalado.  Na versdo para windows, vocé
deve localizar o diretério scripts e nele fa-
zer pip install sympy em um computador
que tenha acesso & Internet. Se quiser usar
winpython, nele o sympy ja estd pré-instalado.
Num ou noutro, precisa importar o pacote.
Faca from sympy import * ou algum co-
mando equivalente. Este pacote exige como
dependéncia o pacote NUMPY. A documenta-
c¢do completa do sympy ocupa hoje 2.127 pé-
ginas A4. Sua tultima versdo deve ser bus-
cada na Internet (procure sympy doc). Este
é um produto relativamente recente na histéria
de Python (2013), e portanto alguma instabili-
dade pode aparecer. Paciéncia, nem tudo nasce
pronto neste planeta.

Comecgo

>>> import sympy as sp
>>> sp.init_session()

Importagdo Neste material, vai-se execu-
tar sempre o comando de importacao

import sympy as sp

init_session() # estabelece ambiente

Iniciando Uma novidade neste pacote é o
surgimento de varidveis simbdlicas que terdo
um comportamento diferente das varidveis con-
vencionais do Python. Quem cria varidveis sim-
bélicas é o comando symbols (), veja no exem-
plo

>>> x,y,z = sp.symbols('x,y,z")

A partir deste ponto as varidveis x, y e z estardo
disponiveis para armazenar expressoes simboli-
cas. Uma defini¢do alternativa, usando ferra-
mentas do Python é

>>> a0,al,a2,a3 = sp.symbols('al:4")
Note que falando estritamente, ndo é obriga-
tério que os simbolos tenham o mesmo nome
das varidveis, mas para evitar fortes emocgdes,
vamos usar sempre O IMesmo nome.

Expressoes Pode-se definir expressdes em
Sympy usando simbolos junto com as operacoes
béasicas da matematica além de outras fungoes.
Para escrever expressoes, deve-se obedecer ao
padrdo Python (por exemplo 2z deve ser es-
crito como 2*x, a poténcia 22 como x*x2). Ha
uma diferenga importante em que a igualdade
em sympy deve ser escrita como Eq(a,b) para
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representar a = b. Ou melhor ainda, se a = b,
entdo a—b = 0 e dai pode-se escrever em sympy
a-b.

H4 um método em sympy chamado equals
que testa 2 expressdes em pontos aleatérios e
retorna True se todos resultarem iguais.

>>> a,b,x=symbols('a,b,x")
>>> a=cos(x)**x2-sin(x)x%2
>>> b=cos(2%x)

>>> a.equals(b)

True

Substituicdo A substituicio é usada para
avaliar uma equag¢do num ponto

>>> expr

cos(x) + 1

>>> expr.subs(x,pi/2)

1

>>> (xx%2+2%x+10).subs(x,3)

25

Também é usada para trocar uma subexpressao
por outra, como em

>>> (xx%2+2%x+10).subs(x,yxx2)

yxxl + 2xyxx2 + 10

As vezes, o uso de métodos primitivos pode le-
var a resultados indesejados, como em

>>> expr=sin(2*x)+cos(2x*x)

>>> expand_trig(expr)
2*sin(x)*xcos(x) + 2*xcos(x)**2 - 1

Ao querermos a simplificagio apenas do seno
duplo, faz-se
expr.subs(sin(2xx),2xsin(x)*cos(x))
2*sin(x)*cos(x) + cos(2xx)

Note-se que o método subs devolve outra ins-
tancia de expressdo ji que a expressao original
permanece imutdvel. A substituicdo pode ser
de mais de uma varidvel /expressdo

>>> expr=3*x**3+4*y**2—2k1

>>> expr.subs([(x,3),(y,5),(z,1)])
179

Simpiﬁcagéo Nao confundir com simplifi-
cagdo. Trata-se de transformar uma string em
uma expressao sympy

>>> g="x*x%x2+3"
>>> a

"xxx2+3"

>>> b=sympify(a)
>>> b

X*x*x2 + 3

>>> b.subs(x,1)
"

Impressao Hi varios dispositivos em
sympy. pprint() imprime a saida na tela.
Ha latex e mathml, entre outros.

>>> pprint(Integral(sqrt(1/x),x))

J

>>> latex(Integral(sqrt(1/x),x))
"\\int \\sgrt{\\frac{1}{x}}\\, dx'

Simplificagdo Sympy tem duzias de fun-
¢oes para fazer diversos tipos de simplifi-
cagdo. H& uma funcgdo principal chamada
simplify() que aplica todas estas simplifica-
coes escolhendo depois a a mais simples. Isto
nem sempre funciona bem, ji que a expressiao
a mais simples ndo estd claramente definida.
>>> simplify(sin(x)**2+cos(x)**2)

1

>>> simplify ((x*x3+xx%2-x-1)/(x-1))
X**x2 + 2xx + 1

>>> simplify(x**2+2xx+1)

X**x2 + 2%x + 1

expand() e factor() Para este tltimo
caso, pode-se escolher expand() ou factor()
que sdo dois simplificadores importantes em
sympy.

>>> expand((x+1)*x3)

X*%x3 + 3Jxx*xx2 + 3Ixx + 1

>>> factor (xxx3+3xxx*2+3xx+1)

(x + 1)xx3
A expansao de um polinémio coloca-o na forma

de uma soma de mondmios. Ja fatoragao trans-
forma a soma de mondémios em uma multipli-
cagao de fatores irredutiveis. Note-se que a en-
trada de ambos nao precisa ser um polinémio
estrito senso.

>>> init_printing()

>>> expand((cos(x)+sin(x))*x2)

sin(x)*xx2 + 2xsin(x)*cos(x) + cos(x)*xx2

collect() Outro simplificador é col lect ()

que junta poténcias comuns dentro da expres-

sao.

collect (xxy+x—3+2%xx%x2-z%xx%x2+xX%**x3,X)
Xx*x3 + xx%2 x(2 - z) + xx(y + 1) - 3

cancel() cancel () coloca qualquer fungao
racional na forma canénica £ onde p e q sdo
polindémios expandidos sem fator comum e com
fatores inteiros.

>>> e=symbols('e"')

>>> e=1/x+(3%xx/2-2)/(x-4)

>>> cancel(e)

322 —2.2—8
2.22 — 8.x

apart() apart() executa uma decomposi-
cao de fracoes parciais de uma funcao racional.

>>> e=(x*xx3+x*xx2+1 )/ (x*x*xlh+xx%x2)

T 1

x2+1+x2

trigsimp() Simplifica usando identidades
trigonométricas circulares e hiperbdlicas.

>>> trigsimp(sinh(x)/tanh(x))
cosh(x)

expand__trig() Expande fungdes trigono-
métricas, ou seja, aplica as identidades de an-
gulos duplos ou soma de angulos

>>> expand_trig(sin(x+y))
sin(x)xcos(y) + sin(y)*cos(x)

>>> expand_trig(tan(2xx))

2.tan(z)
1 —tan(x)?

Poténcia As poténcias obedecem as seguin-
tes identidades:

1. z%zb = gotb

2. 2%y? = (axy)* s6 é verdade quando

z,y>0eacR

3. (z%)® = 2% s6 é verdade quando b € Z

Veja-se para as regras 2 e 3: (—1)1/2(—=1)1/2 #£
—1.-1)1/2e¢

((=1)2)1/2 #£ (=1)21/2 Esta observagio é im-
portante pois o sympy s6 aplica simplificagdes
quando elas sdo sempre verdadeiras. Assim, as
regras 2 e 3 sé serdo aplicadas se expressamente
suas pré-condigoes forem explicitamente decla-
radas.

pOWSimp() Aplica as identidades 1 e 2 da
esquerda para a direita
>>> powsimp(xx*axxxxb)

a + x
b

expand__power__exp(), ex-
pand__power__base() e powde-

nest() Aplicam as identidades acima.
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Logaritmos Tém tratamento similar as
poténcias. H4 2 identidades:

1. log(zy) = log(z) + log(y)
2. log(z™) = n.log(x)

Nenhuma dessas 2 é verdadeira para z,y € C.
Para serem verdadeiras, z,y > 0en € R.

expand_log() Aplica as identidades 1 e 2
da esquerda para a direita.

>>> expand_log(log(xx*y))

log(xxy)

>>> expand_log(log(x*y),force=True)
log(x) + log(y)

logcombine() aplica as identidades 1 e 2
da direita para a esquerda.

>>> logcombine(log(x)+Llog(y))

log(x) + log(y)

>>> logcombine(log(x)+log(y),
force=True)

log(xxy)

factorial(n) e binomial(n,k)

rewrite() Permite reescrever uma funcio
em termos de outra

>>> tan(x).rewrite(cos)

cos(xz — 3)

cos(z)

diﬁ'() Acha a derivada de uma funcdo. Seu
formato diff(fungdo,variével).

>>> diff(exp(x*x2),x)

2
2.x.e”

>>> diff(tan(x),x)
2
tan (x) + 1

Para conseguir derivadas multiplas, passe a va-
ridvel diversas vezes, ou a varidvel seguida da
ordem da derivada.

>>> diff(x**x4,x,x,x)
24 . x

>>> diff(x*xx4,x,3)
24 . x

Derivative() estabelece literalmente a de-
rivada, tendo o mesmo formato de diff(). Para
forgar o célculo posterior, chame doit ().

>>> e=exp(x)+sin(x)

>>> e

e’ + sin(x)

>>>

diff(e,x)
e® + cos(x)

>>> Derivative(e)

d ,
¢ + sin(x)

>>> Derivative(e).doit()

e® + cos(x)
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integrate() Ha 2 tipos de integrais: a de-
finida e a indefinida. Para a integral indefinida
é integrate(fungdo, variavel).

>>> integrate(cos(x))

sin(x)

Note-se que ndo aparece a constante aditiva.
Se ela for necessaria deve ser manualmente in-
cluida ou entdo o problema deve ser redese-
nhado para ser resolvido como uma equagio
diferencial.

Para computar uma integral definida, o for-
mato é integrate(fung, (var, Llinf, Llsug
>>> integrate(exp(x),(x,0,00))

oo

>>> integrate(exp(-x),(x,0,00))

1

>>> integrate(exp(-x**2-yxx2),
(x,-00,00),(y,-00,00))

pi

Também ha Integral() e depois

implementé-lo, chame doit ().

para

>>> e:[og(x)**z
>>> Integral(e,x)

/ log(x)%dx

>>> Integral(e,x).doit()
2
xxlog (x) - 2xxxlog(x) + 2x%x

limit() Seja o limite limg— 2, f(x)

>>> limit(sin(x)/x,x,0)
1
im C25@ =1
x—0+ x

>>> Limit((cos(x)-1)/x,x,0).doit()

0

Note-se que limites & esquerda e a direita, exi-
gem um quarto paradmetro que pode ser '+' ou

- respectivamente.

series() Permite a expansdo de séries em
torno a um ponto. Para computar a expansao
de f(z) em torno do ponto z = z¢ em termos
de ™, usa-se f(x).series(x,x0,n). x0 e
n podem ser omitidos, no caso em que serdo
assumidos zg =0 e n = 6.

>>> exp(sin(x)).series(x,0,4)
22
1+$+?+O(x4)

solveset() A fungio principal para
solucdo de equagoes. Sua sintaxe é
solveset(equagdo, variavel, dominio).
A equagdo x = y deve ser escrita usando
Eq(x,y) ou mais facilmente como x-y.

>>> solveset (x**2-x,x)
{0, 1}

>>> solveset(sin(x)-1,x,domain=Reals)
2nr+ 5/ €L

linsolve() Resolve sistemas de

equagoes lineares. Seu formato

linsolve([eql,eq2,...]1,(vi,v2,...)).

Seja o sistema: 2 +3y—z=4,z+y+2z=7

ex—2y+3z2=9

>>> linsolve([2xx+3*xy-z-4, x+y+z-7,
x=2%xy+3%xz-9],(x,y,z))

{(1, 2, w)}

>>> linsolve(Matrix([[2,3,-1,4],
[1,1,1,7],[1,-2,3,9]]),(x,y,z))

{(1, 2, ¥)}

nonlinsolve() Resolve sistemas nao linea-
res.

>>> nonlinsolve([x**x2+y-z+1,2%xx+y+z-8,
x-2%y+3%xz-9],(x,y,z))

{(-1, &%, 6), (1, 2, 4)}

dsolve() Resolve equagées diferenciais.

Para tanto deve-se criar fungoes

>>> f,g=symbols('f,g',cls=Function)

>>> f(x)

f(x)

B>> £(x).diff(x)

d

--(f(x))

dx

Supondo a equagdo diferencial f"(z)—2f'(z)+

f(z) = sin(z) deve-se fazer

dx=(f(x).diff(x,x)-

2%f(x).diff(x)+f(x)-sin(x))

dx

>>>

>>>

f(z) —sin(z) — 2 *d (f(z)) + 7d2 (f(z))
dx dx?
>>> dsolve(dx,f(x))

cos(x)

f(z) = (C1+ Ca.2).e” +

Matrizes Criacio de matrizes podem
ser feitas com Matrix([[l1],[l2],...]),
com eye(ordem), zeros(lin,col),
ones(lin,col) e (diag(vetor)) em que
o vetor é colocado na diagonal.

Matrizes podem ser operadas como em
M+N, 3*M, Mx%x2 e M*x-1 (esta Ultima traz a
matriz inversa).
>>> M=Matrix([[1,2,3],[1,2,1],[1,0,6]])

>>> M

[1 2 3]
[1 2 1]
[1 0 6]
>>> Mxx-1
[-3 3 1 1]
[5/% =-3/4% -1/2]
[1/2 -1/2 0 1]

det() calcula o determinante de uma matriz

>>> M.det()
-k

rref() Calcula a forma reduzida por linhas,
retornando uma tupla de 2 elementos. O pri-
meiro é a matriz reduzida por linhas e o se-
gundo os indices das colunas pivot.

>>> N=Matrix([[2,3,-1,4],[1,1,1,7],

[1,-2,3,9]1])
>>> N
[2 3 -1 4]
[1 1 1 7]
[t -2 3 9]
>>> N.rref()
[1 0 0 1]
(fo ¢t o 2], (0, 1, 2))
[0 0 1 4]
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