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Representagdo de niimeros em ma-
quinas

Qualquer méaquina digital (computadores, celula-
res, fornos de microondas, impressoras, I-pads, au-
toméveis, avides, maquinas fotograficas, geladei-
ras, televisores, maquinas de dinheiro,...) precisa
manusear e armazenar nimeros. Embora 14 nos
primoérdios do século XX tenha havido a tentacado
de representar nimeros por medidas analégicas, ra-
pidamente a qualidade da representacgdo digital se
impos.

Todas essas maquinas usam ldgica binéria e
portanto usam bits (0 ou 1) internamente. Agra-
degamos a George Boole e a Claude Shannon por
isso. Em geral, para guardar um numero, todas
trabalham com quantidades fixas de bits, o que ao
fim e ao cabo implica em uma quantidade finita de
ntmeros representaveis. Ou seja, na matematica
computacional estamos presos & matematica finita
de Karl Gauss e aos grupos de Evariste Galois.

Todos os demais ntimeros sdo obtidos por pro-
ximidade a algum ndmero desses que é representé-
vel, gerando aqui um erro de representagdo. Por
exemplo, 2, seu quadrado e o niimero 4 podem ser
representados em um computador usando Python.
J4, a raiz quadrada de 5 ndo pode (e quando obtida
é forcosamente arredondada) dai:

>>> 2%x2 ==

True

>>> ((5%%0.5)*%2) ==

False

>>> dif=(((5%*0.5)**2)-5)
>>> print(f'{dif:.24£}"')
0.000000000000000888178420

Inteiros

Os inteiros podem ser corretamente representados,
limitados ao tamanho do registro assim enten-
dido como a unidade de bits que sdo alocados
ao armazenamento de um nimero. Supondo n
bits, pode-se guardar até o ntmero 2" — 1. Por
exemplo, se n = 4 pode-se guardar até o 15. Nao
acredite em mim, faga as representacgdes para se
convencer. Se n = 8, guarda-se até o 255. Se
n = 16 o limite agora é 65535, e assim por diante.
Note-se que esta representagdo é para inteiros sem
sinal (ou positivos). Se, se necessitar guardar
ntimeros negativos também, perde-se um bit (o
mais & esquerda) para o sinal e portanto o maior
ndmero passa a ser 2" ! — 1 e o menor, que l4
no caso sem sinal era o zero, agora é —2"7 1,
Por exemplo, se n = 8 o intervalo de represen-
tagdo é —127..0..127. Convenciona-se usar o bit
0 para positivo e o bit 1 para negativo e daqui:

11111111 = —(2% 4+ ...+ 21 +29) = —127
10000001 = -1

10000000 = -0 (?)

00000000 = 0

01111111 = 26425 4 ... 420 =127

As memorias tém crescido muito nos tltimos anos,
e os tamanhos agora sio bem generosos. Por
exemplo, em C++, inteiros podem ser de 8 ou
16 bits (j4 visto antes) mas também de 32 bits
(limite de 4.294.967.296) ou de 64 bits (limite de
18.446.744.073.709.551.616) ou a metade disso se
houver sinal. A menos de algum detalhe obscuro,
todas as plataformas de computadores comparti-
lham estes valores.

Inteiros negativos

Os negativos inteiros sao representados como com-
plemento para 2. Esta operagdo naturalmente le-
vard o primeiro bit a ser 1 (positivos tém primeira
posig@o igual a zero). Mas a representagao do ni-
mero é um pouco diferente do que seria esperado.
A regra é simples: Troque zeros por uns e vice-
versa. Some 1. Pronto. Eis um exemplo: Suponha
o nimero (1011)2 como expressdo de um negativo
(1° bit=1). Trocando uns-zeros fica (0100). So-
mando 1 fica (0101) que corresponde a 5. Como o

primeiro bit era 1, entdo —5. Acompanhe na ta-
bela de 4 bits:

Binario Hexad Decimal Compl. 2
0000 0 0 0
0001 1 1 1
0010 2 2 2
0011 3 3 3
0100 4 4 4
0101 5 5 5
0110 6 6 6
0111 7 7 7
1000 8 8 -8
1001 9 9 -7
1010 A 10 -6
1011 B 11 -5
1100 C 12 -4
1101 D 13 -3
1110 E 14 -2
1111 F 15 -1

Reais ou flutuantes

A dificuldade inicial é como representar o inter-
valo —o00..00 em um ndmero limitado e fixo de bits.
Agora os bits disponiveis terdo que ser distribuidos
em diversos componentes do niimero a representar,
a saber

tdids...dy x pEeLE2em

Considerando que a base 8 é fixa na arquitetura,
ela nao precisa ser guardada a cada nimero. Res-
tam os digitos did2d, junto com o seu sinal, além
dos digitos ejes...e,, também com o seu sinal. O
conjunto dids...d, é conhecido como mantissa do
numero e estd normalizado entre 0 e 1. Em outras
palavras, o nimero 127.345 seria representado por
0.127345 x 10°.

Padrao 16 bits original Esta representa-

cao classica nem é mais usada, mas vai-se comegar

com ela por razdes didaticas. Eis como funcionava

um sistema em ponto flutuante, com base binéria

(B = 2), com t = 10 digitos bindrios na mantissa

e expoentes limitados entre I = —15 e S = +15,

lembrando que (15)19 = (1111)3 e portanto o re-

gistro é

[salldr[daldsldaldsldeld-ldsldold 1ol saf e [ealese4]

s1 sinal do numero (da mantissa). 0 — positivo e
1 — negativo

di..d1p mantissa com 10 digitos bindrios significa-
tivos

so sinal do expoente: 0 - + e 1 —

e1..eq4 expoente

Nessa representacdo os nimeros sdo armazenados

no formato normalizado (entre 0 e 1) logo, dy # 0

e portanto o niimero é

v = (=1)F(0.0)p 257

Nesse esquema, o menor valor representavel é
0.1000000000.11111 e este valor é 4(0.1)2 x 27° =
(271 x271%)10 = (271%) 10 = 0.0000152587890625.

Ja o major valor ¢0.1111111111.01111 Que vem
a ser (32736)10 ~ 21°.

Finalmente o zero é 0.0000000000.11111. Lem-
brando que este é o inico ndmero ndo normalizado,
pois sua mantissa é toda zero. Todo niimero me-
nor que o menor valor representavel acarreta un-
derflow enquanto todo niimero maior que o maior
representavel acarreta overflow.

Otimizagoes - padrao IEEE754

Algumas caracteristicas do exposto foram alteradas
para ampliar a faixa de representacao e organizar a
representacdo. Primeiro, a mantissa e o expoente
tém seus locais invertidos.

Polarizagéo A idéia é inventar um valor fixo
e soma-lo a todos os expoentes, transformando um
nimero de 4 bits mais sinal em um nimero de 5
bits. Neste caso (16 bits) o valor de polarizagao
é 15 e agora passa-se de —15..15 a 0..31. Isto é
possivel porque usando o sinal, tinham-se duas re-
presentacdes para o zero (40 e — 0) e isto é desne-
cessdrio. Agora o nimero é visto como

v = (=1)7(0.f)2 2271

Desprezo de d1 Nao se armazena o di que
como se viu vale sempre 1. Agora a mantissa re-
presentada passa a ter os digitos daz, ds, ...d¢y1 € a
posigdo normalizada do ponto passa a ser a direita
de d1 =1 ou seja

v=(~1)°(1.f)z 2271

flexibilizagdo da normalizagdo na
mantissa o explicado acima tenderia a levan-
tar o valor da menor representagdo possivel. Para
evitar isso, quando e = 00000 (apés a subtracdo de
15) a normalizacdo do di = 1 é eliminada. Agora
o menor valor possivel é 0.00000.0000000001 que é
igual a 0.0009765625. O padrao ficou assim:
[s [e(5d) T f(1od) |
[1 [2.6 7..16 |

O nimero aqui armazenado obedece a algumas
regras:
se 0 < e < 31 entdo v = (—1)% 2°71° (1.f),
see=0e f#0entdo v =(—1)° 2714(0.f)
se e =0 e f = 0 entdo este nimero é zero
se e = 31 = 2° — 1 entdo v pertence A regido de
overflow.

Outros formatos

Esta especificagdo foi levada a outros formatos, a
saber

B C D
formato exp exrpio mant
binary16 5 dig 31 10d
binary32 8 dig 255 23 d
binary64 11 dig 2047 52 d
binary128 15 dig 32767 112 d

Exemplo

Ache os valores negativos (por complemento a 2)
das varidveis

o
o
=)
o =
o
o o
o
o
= O
o
o
= O
o o
o
o o
O =

Sédo eles: -9371 e -5388

Agora, ache os flutuantes, com 7 casas deci-
mais, de

1100110001000010
0110000111001010
0110100001011001
1010111110001010

As respostas sdo -8.515625, 370.5, 1113.0000000 e
-0.0588989257

Vamos ver etapa a etapa, como os resultados
acima foram encontrados: Comegando com o in-
teiro1101101101100101 (caso 1, acima).
Como o primeiro bit é 1, o niimero é negativo e pre-
cisamos inverté-lo. Fica001001001001101
0 e agora, soma-se 1 efica00100100100110
1 1. A conversao deste niimero para base decimal
é 142+8+16+128+41024+8192=9371. Portanto a
resposta e -9371.

Tente achar por sua conta o segundo exemplo.

Quanto ao terceiro caso, o flutuante 11001 1
0001000010, devemos estudar a distribuigao
de bits. Vamos 14

1110011
s eeeece

| 0001000010
mMmMmMmmmmmmm

O sinal do niimero é obtido fazendo —1° e neste
caso o nimero serd negativo.

O expoente é -15+19=4, portanto ao final ter-
se-4 que multiplicar a mantissa por 24 =16

Finalmente a mantissa, é o nimero 0 0 0 1 0
00010, que deve ter um 1 colocado a frente
dando o binéario de 11 bits 1 0 0 0 1 0 0 0 O
1 0. Convertendo este ntimero a decimal tem-se
2+46441024=1090, que deve ser dividido por 2! =
2048 dando 1090/2048 = 0.5322265625 que multi-
pilcado por 16 da 0.5322265625 X 16 = 8.515625 ou
-8.515625.

Vamos ao quartocaso: 011000011100
10100ou0]111000]101110010100
ntmero € positivo, e seu expoente é -15424=9. A
mantissa é 1,01 11001010 = 1482. Ao final,
o niimero é +2° x (1482/2048) = 370.5.

Tente resolver agora o quinto e o sexto casos.



Como o sistema converte

Agora, a grande questdao: quando vocé digita um
nimero em um programa ou em uma tela, o com-
putador precisa registrar este nimero na meméria,
usando um dos formatos aqui estudados. Vamos
estudar o processo de conversdo decimal — float
e para campos de 16 bits. Vale a referéncia de este
tamanho de campo nao é mais usado, e s6 estd aqui
pela facilidade e simplicidade dos célculos envolvi-
dos. Vamos por etapas:

1. Dado um ndmero real, por exemplo 183.27,
a primeira coisa a fazer é converter este ni-
mero em bindrio. Fica:

187.27(10) — 10111011.01000101002)

2. Agora, o ponto decimal deve ser levado a
esquerda, até o primeiro 1 do ntimero. A
cada casa, o expoente deve ser incremen-
tado. Acompanhe:

10111011.0100010100 x 2°
1011101.10100010100 x 2*
101110.110100010100 x 22
10111.0110100010100 x 23
1011.10110100010100 x 24
101.110110100010100 x 2°
10.1110110100010100 x 2
1.01110110100010100 x 27
.101110110100010100 x 2%
Note que as 7 linhas acima representam o
mesmo ndmero.

3. Como o ntmero é positivo, seu sinal é 0.

4. A poténcia do nimero é 8 que deve ser so-
mado com 15, totalizando 23. Agora, é
hora de converter o expoente em binério:
23(10) — 10111(2)

5. Finalmente, e hora de pegar 10 bits da man-
tissa, lembrando que o primeiro 1 (aquele
que fica depois do ponto) é omitido. A man-
tissa fica: 0111011010

6. o numero binario em formato binaryl6 é
0110111]10111011010

7. Se vocé converter este nimero para deci-
mal, vai encontrar 187.25, o que demonstra
a baixa precisdo deste formato (e explica
porque ele nao é usado).

I¥" Para vocé fazer

Interprete os 2 numeros bindrios a seguir como
binaryl6 inteiros e negativos e ache os valores de-
cimais
le?2.
1110101011001100
1111111100111000
e agora interprete os 4 ndmeros a seguir como
binaryl6 flutuantes e ache os decimais equivalen-

tes com 5 casas decimais

3,4, 5 ¢ 6.
1011010111101011
011100001011 0011
1101010110000000
1111001000010010

Finalmente, converta os valores abaixo que es-
tao em decimal para o formato binaryl6
7e8.

99
-56.66
Responda aqui
1. 2.
111177 1117/
/1117 1117/
/1111 /111]
3 4. 5 6.
7
8

403-76506 - /
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Representagdo de niimeros em ma-
quinas

Qualquer méaquina digital (computadores, celula-
res, fornos de microondas, impressoras, I-pads, au-
toméveis, avides, maquinas fotograficas, geladei-
ras, televisores, maquinas de dinheiro,...) precisa
manusear e armazenar nimeros. Embora 14 nos
primoérdios do século XX tenha havido a tentacado
de representar nimeros por medidas analégicas, ra-
pidamente a qualidade da representacgdo digital se
impos.

Todas essas maquinas usam ldgica binéria e
portanto usam bits (0 ou 1) internamente. Agra-
degamos a George Boole e a Claude Shannon por
isso. Em geral, para guardar um numero, todas
trabalham com quantidades fixas de bits, o que ao
fim e ao cabo implica em uma quantidade finita de
ntmeros representaveis. Ou seja, na matematica
computacional estamos presos & matematica finita
de Karl Gauss e aos grupos de Evariste Galois.

Todos os demais ntimeros sdo obtidos por pro-
ximidade a algum ndmero desses que é representé-
vel, gerando aqui um erro de representagdo. Por
exemplo, 2, seu quadrado e o niimero 4 podem ser
representados em um computador usando Python.
J4, a raiz quadrada de 5 ndo pode (e quando obtida
é forcosamente arredondada) dai:

>>> 2%x2 ==

True

>>> ((5%%0.5)*%2) ==

False

>>> dif=(((5%*0.5)**2)-5)
>>> print(f'{dif:.24£}"')
0.000000000000000888178420

Inteiros

Os inteiros podem ser corretamente representados,
limitados ao tamanho do registro assim enten-
dido como a unidade de bits que sdo alocados
ao armazenamento de um nimero. Supondo n
bits, pode-se guardar até o ntmero 2" — 1. Por
exemplo, se n = 4 pode-se guardar até o 15. Nao
acredite em mim, faga as representacgdes para se
convencer. Se n = 8, guarda-se até o 255. Se
n = 16 o limite agora é 65535, e assim por diante.
Note-se que esta representagdo é para inteiros sem
sinal (ou positivos). Se, se necessitar guardar
ntimeros negativos também, perde-se um bit (o
mais & esquerda) para o sinal e portanto o maior
ndmero passa a ser 2" ! — 1 e o menor, que l4
no caso sem sinal era o zero, agora é —2"7 1,
Por exemplo, se n = 8 o intervalo de represen-
tagdo é —127..0..127. Convenciona-se usar o bit
0 para positivo e o bit 1 para negativo e daqui:

11111111 = —(2% 4+ ...+ 21 +29) = —127
10000001 = -1

10000000 = -0 (?)

00000000 = 0

01111111 = 26425 4 ... 420 =127

As memorias tém crescido muito nos tltimos anos,
e os tamanhos agora sio bem generosos. Por
exemplo, em C++, inteiros podem ser de 8 ou
16 bits (j4 visto antes) mas também de 32 bits
(limite de 4.294.967.296) ou de 64 bits (limite de
18.446.744.073.709.551.616) ou a metade disso se
houver sinal. A menos de algum detalhe obscuro,
todas as plataformas de computadores comparti-
lham estes valores.

Inteiros negativos

Os negativos inteiros sao representados como com-
plemento para 2. Esta operagdo naturalmente le-
vard o primeiro bit a ser 1 (positivos tém primeira
posig@o igual a zero). Mas a representagao do ni-
mero é um pouco diferente do que seria esperado.
A regra é simples: Troque zeros por uns e vice-
versa. Some 1. Pronto. Eis um exemplo: Suponha
o nimero (1011)2 como expressdo de um negativo
(1° bit=1). Trocando uns-zeros fica (0100). So-
mando 1 fica (0101) que corresponde a 5. Como o

primeiro bit era 1, entdo —5. Acompanhe na ta-
bela de 4 bits:

Binario Hexad Decimal Compl. 2
0000 0 0 0
0001 1 1 1
0010 2 2 2
0011 3 3 3
0100 4 4 4
0101 5 5 5
0110 6 6 6
0111 7 7 7
1000 8 8 -8
1001 9 9 -7
1010 A 10 -6
1011 B 11 -5
1100 C 12 -4
1101 D 13 -3
1110 E 14 -2
1111 F 15 -1

Reais ou flutuantes

A dificuldade inicial é como representar o inter-
valo —o00..00 em um ndmero limitado e fixo de bits.
Agora os bits disponiveis terdo que ser distribuidos
em diversos componentes do niimero a representar,
a saber

tdids...dy x pEeLE2em

Considerando que a base 8 é fixa na arquitetura,
ela nao precisa ser guardada a cada nimero. Res-
tam os digitos did2d, junto com o seu sinal, além
dos digitos ejes...e,, também com o seu sinal. O
conjunto dids...d, é conhecido como mantissa do
numero e estd normalizado entre 0 e 1. Em outras
palavras, o nimero 127.345 seria representado por
0.127345 x 10°.

Padrao 16 bits original Esta representa-

cao classica nem é mais usada, mas vai-se comegar

com ela por razdes didaticas. Eis como funcionava

um sistema em ponto flutuante, com base binéria

(B = 2), com t = 10 digitos bindrios na mantissa

e expoentes limitados entre I = —15 e S = +15,

lembrando que (15)19 = (1111)3 e portanto o re-

gistro é

[salldr[daldsldaldsldeld-ldsldold 1ol saf e [ealese4]

s1 sinal do numero (da mantissa). 0 — positivo e
1 — negativo

di..d1p mantissa com 10 digitos bindrios significa-
tivos

so sinal do expoente: 0 - + e 1 —

e1..eq4 expoente

Nessa representacdo os nimeros sdo armazenados

no formato normalizado (entre 0 e 1) logo, dy # 0

e portanto o niimero é

v = (=1)F(0.0)p 257

Nesse esquema, o menor valor representavel é
0.1000000000.11111 e este valor é 4(0.1)2 x 27° =
(271 x271%)10 = (271%) 10 = 0.0000152587890625.

Ja o major valor ¢0.1111111111.01111 Que vem
a ser (32736)10 ~ 21°.

Finalmente o zero é 0.0000000000.11111. Lem-
brando que este é o inico ndmero ndo normalizado,
pois sua mantissa é toda zero. Todo niimero me-
nor que o menor valor representavel acarreta un-
derflow enquanto todo niimero maior que o maior
representavel acarreta overflow.

Otimizagoes - padrao IEEE754

Algumas caracteristicas do exposto foram alteradas
para ampliar a faixa de representacao e organizar a
representacdo. Primeiro, a mantissa e o expoente
tém seus locais invertidos.

Polarizagéo A idéia é inventar um valor fixo
e soma-lo a todos os expoentes, transformando um
nimero de 4 bits mais sinal em um nimero de 5
bits. Neste caso (16 bits) o valor de polarizagao
é 15 e agora passa-se de —15..15 a 0..31. Isto é
possivel porque usando o sinal, tinham-se duas re-
presentacdes para o zero (40 e — 0) e isto é desne-
cessdrio. Agora o nimero é visto como

v = (=1)7(0.f)2 2271

Desprezo de d1 Nao se armazena o di que
como se viu vale sempre 1. Agora a mantissa re-
presentada passa a ter os digitos daz, ds, ...d¢y1 € a
posigdo normalizada do ponto passa a ser a direita
de d1 =1 ou seja

v=(~1)°(1.f)z 2271

flexibilizagdo da normalizagdo na
mantissa o explicado acima tenderia a levan-
tar o valor da menor representagdo possivel. Para
evitar isso, quando e = 00000 (apés a subtracdo de
15) a normalizacdo do di = 1 é eliminada. Agora
o menor valor possivel é 0.00000.0000000001 que é
igual a 0.0009765625. O padrao ficou assim:
[s [e(5d) T f(1od) |
[1 [2.6 7..16 |

O nimero aqui armazenado obedece a algumas
regras:
se 0 < e < 31 entdo v = (—1)% 2°71° (1.f),
see=0e f#0entdo v =(—1)° 2714(0.f)
se e =0 e f = 0 entdo este nimero é zero
se e = 31 = 2° — 1 entdo v pertence A regido de
overflow.

Outros formatos

Esta especificagdo foi levada a outros formatos, a
saber

B C D
formato exp exrpio mant
binary16 5 dig 31 10d
binary32 8 dig 255 23 d
binary64 11 dig 2047 52 d
binary128 15 dig 32767 112 d

Exemplo

Ache os valores negativos (por complemento a 2)
das varidveis

o
o
=)
o =
o
o o
o
o
= O
o
o
= O
o o
o
o o
O =

Sédo eles: -9371 e -5388

Agora, ache os flutuantes, com 7 casas deci-
mais, de

1100110001000010
0110000111001010
0110100001011001
1010111110001010

As respostas sdo -8.515625, 370.5, 1113.0000000 e
-0.0588989257

Vamos ver etapa a etapa, como os resultados
acima foram encontrados: Comegando com o in-
teiro1101101101100101 (caso 1, acima).
Como o primeiro bit é 1, o niimero é negativo e pre-
cisamos inverté-lo. Fica001001001001101
0 e agora, soma-se 1 efica00100100100110
1 1. A conversao deste niimero para base decimal
é 142+8+16+128+41024+8192=9371. Portanto a
resposta e -9371.

Tente achar por sua conta o segundo exemplo.

Quanto ao terceiro caso, o flutuante 11001 1
0001000010, devemos estudar a distribuigao
de bits. Vamos 14

1110011
s eeeece

| 0001000010
mMmMmMmmmmmmm

O sinal do niimero é obtido fazendo —1° e neste
caso o nimero serd negativo.

O expoente é -15+19=4, portanto ao final ter-
se-4 que multiplicar a mantissa por 24 =16

Finalmente a mantissa, é o nimero 0 0 0 1 0
00010, que deve ter um 1 colocado a frente
dando o binéario de 11 bits 1 0 0 0 1 0 0 0 O
1 0. Convertendo este ntimero a decimal tem-se
2+46441024=1090, que deve ser dividido por 2! =
2048 dando 1090/2048 = 0.5322265625 que multi-
pilcado por 16 da 0.5322265625 X 16 = 8.515625 ou
-8.515625.

Vamos ao quartocaso: 011000011100
10100ou0]111000]101110010100
ntmero € positivo, e seu expoente é -15424=9. A
mantissa é 1,01 11001010 = 1482. Ao final,
o niimero é +2° x (1482/2048) = 370.5.

Tente resolver agora o quinto e o sexto casos.



Como o sistema converte

Agora, a grande questdao: quando vocé digita um
nimero em um programa ou em uma tela, o com-
putador precisa registrar este nimero na meméria,
usando um dos formatos aqui estudados. Vamos
estudar o processo de conversdo decimal — float
e para campos de 16 bits. Vale a referéncia de este
tamanho de campo nao é mais usado, e s6 estd aqui
pela facilidade e simplicidade dos célculos envolvi-
dos. Vamos por etapas:

1. Dado um ndmero real, por exemplo 183.27,
a primeira coisa a fazer é converter este ni-
mero em bindrio. Fica:

187.27(10) — 10111011.01000101002)

2. Agora, o ponto decimal deve ser levado a
esquerda, até o primeiro 1 do ntimero. A
cada casa, o expoente deve ser incremen-
tado. Acompanhe:

10111011.0100010100 x 2°
1011101.10100010100 x 2*
101110.110100010100 x 22
10111.0110100010100 x 23
1011.10110100010100 x 24
101.110110100010100 x 2°
10.1110110100010100 x 2
1.01110110100010100 x 27
.101110110100010100 x 2%
Note que as 7 linhas acima representam o
mesmo ndmero.

3. Como o ntmero é positivo, seu sinal é 0.

4. A poténcia do nimero é 8 que deve ser so-
mado com 15, totalizando 23. Agora, é
hora de converter o expoente em binério:
23(10) — 10111(2)

5. Finalmente, e hora de pegar 10 bits da man-
tissa, lembrando que o primeiro 1 (aquele
que fica depois do ponto) é omitido. A man-
tissa fica: 0111011010

6. o numero binario em formato binaryl6 é
0110111]10111011010

7. Se vocé converter este nimero para deci-
mal, vai encontrar 187.25, o que demonstra
a baixa precisdo deste formato (e explica
porque ele nao é usado).

I¥" Para vocé fazer

Interprete os 2 numeros bindrios a seguir como

binaryl6 inteiros e negativos e ache os valores de-

cimais
le?2.
1111000011110000
1111100111100110

e agora interprete os 4 ndmeros a seguir como

binaryl6 flutuantes e ache os decimais equivalen-

tes com 5 casas decimais

3,4,5e6.

o = OO
O R O R
= O O K
= O O o
= = O O
(el
= O~ o
= O = O
= = O O
= O R K
=P O R
= = O O
= O o
= O~ o
O = O =
O r RO

Finalmente, converta os valores abaixo que es-
tao em decimal para o formato binaryl6
7e8.

115
-53.64
Responda aqui
1. 2.
111177 1117/
/1117 1117/
/1111 /111]
3 4. 5 6.
7
8

403-76663 - /
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(1° bit=1). Trocando uns-zeros fica (0100). So-
mando 1 fica (0101) que corresponde a 5. Como o
primeiro bit era 1, entdo —5. Acompanhe na ta-
bela de 4 bits:

/

Representacao de nimeros em ma-
quinas

Qualquer maquina digital (computadores, celula-
res, fornos de microondas, impressoras, I-pads, au-
tomoveis, avides, maquinas fotograficas, geladei-
ras, televisores, maquinas de dinheiro,...) precisa
manusear e armazenar numeros. Embora 14 nos
primérdios do século XX tenha havido a tentagao
de representar nimeros por medidas analégicas, ra-
pidamente a qualidade da representagdo digital se
impos.

Todas essas maquinas usam légica bindria e
portanto usam bits (0 ou 1) internamente. Agra-
decamos a George Boole e a Claude Shannon por
isso. Em geral, para guardar um ntmero, todas
trabalham com quantidades fixas de bits, o que ao
fim e ao cabo implica em uma quantidade finita de
nimeros representaveis. Ou seja, na matematica
computacional estamos presos & matematica finita
de Karl Gauss e aos grupos de Evariste Galois.

Todos os demais niimeros sao obtidos por pro-
ximidade a algum ndmero desses que é representa-
vel, gerando aqui um erro de representagdo. Por
exemplo, 2, seu quadrado e o nimero 4 podem ser
representados em um computador usando Python.
J4, a raiz quadrada de 5 ndo pode (e quando obtida
é forcosamente arredondada) daf:

>>> 2%k ==
True

>>> ((5*%0.5)**2) ==

False

>>> dif=(((5%*0.5)*%2)-5)
>>> print (f'{dif:.24f}"')
0.000000000000000888178420

Inteiros

Os inteiros podem ser corretamente representados,
limitados ao tamanho do registro assim enten-
dido como a unidade de bits que sdo alocados
ao armazenamento de um nimero. Supondo n
bits, pode-se guardar até o ntimero 2" — 1. Por
exemplo, se n = 4 pode-se guardar até o 15. Néao
acredite em mim, faga as representagdes para se
convencer. Se n = 8, guarda-se até o 255. Se
n = 16 o limite agora é 65535, e assim por diante.
Note-se que esta representagdo é para inteiros sem
sinal (ou positivos). Se, se necessitar guardar
ndmeros negativos também, perde-se um bit (o
mais & esquerda) para o sinal e portanto o maior
nimero passa a ser 2"”! — 1 ¢ o menor, que 14
no caso sem sinal era o zero, agora é —2" 71
Por exemplo, se n = 8 o intervalo de represen-
tacdo é —127..0..127. Convenciona-se usar o bit
0 para positivo e o bit 1 para negativo e daqui:

11111111 = —(25 4+ ...+ 28 +29) = —127
10000001 = -1

10000000 = -0 (?)

00000000 = 0

01111111 = 26 42% 4 . 420 =127

As memorias tém crescido muito nos tltimos anos,
e os tamanhos agora sdo bem generosos. Por
exemplo, em C++4, inteiros podem ser de 8 ou
16 bits (j4 visto antes) mas também de 32 bits
(limite de 4.294.967.296) ou de 64 bits (limite de
18.446.744.073.709.551.616) ou a metade disso se
houver sinal. A menos de algum detalhe obscuro,
todas as plataformas de computadores comparti-
lham estes valores.

Inteiros negativos

Os negativos inteiros sdo representados como com-
plemento para 2. Esta operagdo naturalmente le-
vard o primeiro bit a ser 1 (positivos tém primeira
posigdo igual a zero). Mas a representagdo do ni-
mero é um pouco diferente do que seria esperado.
A regra é simples: Troque zeros por uns e vice-
versa. Some 1. Pronto. Eis um exemplo: Suponha
o numero (1011)2 como expressdo de um negativo

Desprezo de d1 Nao se armazena o di que
como se viu vale sempre 1. Agora a mantissa re-
presentada passa a ter os digitos daz,ds3,...dt+1 € a
posicdo normalizada do ponto passa a ser a direita

Reais ou flutuantes

A dificuldade inicial é como representar o inter-
valo —co..00 em um nimero limitado e fixo de bits.
Agora os bits disponiveis terdo que ser distribuidos
em diversos componentes do niimero a representar,
a saber

+dids...d, x grerez - em

Considerando que a base 3 é fixa na arquitetura,
ela nao precisa ser guardada a cada nimero. Res-
tam os digitos did2d, junto com o seu sinal, além
dos digitos ejes...ey, também com o seu sinal. O
conjunto dids...d,, é conhecido como mantissa do
numero e estd normalizado entre 0 e 1. Em outras
palavras, o nimero 127.345 seria representado por
0.127345 x 10°.

Padrao 16 bits original Esta representa-
cao classica nem é mais usada, mas vai-se comegar
com ela por razoes didaticas. Eis como funcionava
um sistema em ponto flutuante, com base binéria
(B = 2), com t = 10 digitos binadrios na mantissa

e expoentes limitados entre I = —15 e S = +15,
lembrando que (15)19 = (1111)2 e portanto o re-
gistro é

[sa]ld1}daldsldaldsldeld7]ds dold o] sfelexlesfed]

s1 sinal do ntimero (da mantissa). 0 — positivo e
1 — negativo

dy..d1p mantissa com 10 digitos bindrios significa-
tivos

so sinal do expoente: 0 - + e 1 — —

e1..eq4 expoente

Nessa representagdo os nimeros sdo armazenados

no formato normalizado (entre 0 e 1) logo, di # 0

e portanto o niimero é

v = (—1)i51(0~f)2 Qiemp

Nesse esquema, o menor valor representavel é
0.1000000000.11111 e este valor é 4(0.1)2 x 271° =
(271 x2718) 10 = (2719) 15 = 0.0000152587890625.

J& o maior valor € 0.1111111111.01111 Que vem
a ser (32736)10 ~ 2'°.

Finalmente o zero é 0.0000000000.11111. Lem-
brando que este é o inico ndmero nao normalizado,
pois sua mantissa é toda zero. Todo niimero me-
nor que o menor valor representavel acarreta un-
derflow enquanto todo niimero maior que o maior
representavel acarreta overflow.

Otimizacgoes - padrao IEEE754

Algumas caracteristicas do exposto foram alteradas
para ampliar a faixa de representacado e organizar a
representacdo. Primeiro, a mantissa e o expoente
tém seus locais invertidos.

Polarizagéo A idéia é inventar um valor fixo
e somé-lo a todos os expoentes, transformando um
nimero de 4 bits mais sinal em um nimero de 5
bits. Neste caso (16 bits) o valor de polarizagdo
é 15 e agora passa-se de —15..15 a 0..31. Isto é
possivel porque usando o sinal, tinham-se duas re-
presentacdes para o zero (40 e — 0) e isto é desne-
cessirio. Agora o nimero é visto como

v=(=1)%(0.f)2 2°7*°

Binario Hexad Decimal Compl. 2 de di =1 ou seja
0000 0 0 0

1 1 1 1 _15
88?0 2 2 p) v= (=)7L 277
0011 3 3 3
0100 1 1 1 flexibilizagdo da normalizacdo na
0101 5 5 5 mantissa O explicado acima tenderia a levan-
0110 6 6 6 tar o valor da menor representagdo possivel. Para
0111 7 7 7 evitar isso, quando e = 00000 (apés a subtracdo de
1000 8 8 -8 15) a normalizacdo do di = 1 é eliminada. Agora
1001 9 9 -7 o menor valor possivel é 0.00000.0000000001 que é
1010 A 10 -6 igual a 0.0009765625. O padrao ficou assim:
1011 B 11 -5 [s [e(5d) [ f@od) |
1100 C 12 -4 [T ]2.6 | 7.16 |
1101 D 13 -3 O ntimero aqui armazenado obedece a algumas
1110 E 14 -2 regras:
1111 F 15 -1 se 0 < e < 31 entdo v = (—1)° 2°71% (1.f),

see=0e f#0entdov=(—1)° 271(0.f)

se e =0 e f = 0 entdo este ntumero é zero

se e = 31 = 2° — 1 entdo v pertence & regido de
overflow.

Outros formatos

Esta especificagdo foi levada a outros formatos, a
saber

B C D
formato exp erpio mant
binary16 5 dig 31 10 d
binary32 8 dig 255 23 d
binary64 11 dig | 2047 52 d
binary128 15 dig | 32767 112 d

Exemplo

Ache os valores negativos (por complemento a 2)
das variaveis

o
o
= O
o =
o
o o
e
o
= O
o
o
= o
o o
e
o o
o =

Sédo eles: -9371 e -5388
Agora, ache os flutuantes, com 7 casas deci-
mais, de

1100110001000010
0110000111001010
0110100001011001
1010111110001010

As respostas sao -8.515625, 370.5, 1113.0000000 e
-0.0588989257

Vamos ver etapa a etapa, como os resultados
acima foram encontrados: Comegando com o in-
teiro1101101101100101 (caso 1, acima).
Como o primeiro bit é 1, o niimero é negativo e pre-
cisamos inverté-lo. Fica001001001001101
0 e agora, soma-se 1 e fica00100100100110
1 1. A conversao deste niimero para base decimal
é 142+8+16+128+41024+8192=9371. Portanto a
resposta e -9371.

Tente achar por sua conta o segundo exemplo.

Quanto ao terceiro caso, o flutuante 1 1001 1
0001000010, devemos estudar a distribuicado
de bits. Vamos 14

1110011
s eeeee

| 0001000010
mmmmmMmmNmmnm

O sinal do nimero é obtido fazendo —1° e neste
caso o0 numero serd negativo.

O expoente é -15+19=4, portanto ao final ter-
se-4 que multiplicar a mantissa por 2% = 16

Finalmente a mantissa, é o nimero 0 0 0 1 0
00010, que deve ter um 1 colocado a frente
dando o binéario de 11 bits 1 0 0 0 1 0 0 0 O
1 0. Convertendo este ntimero a decimal tem-se
2+464+1024=1090, que deve ser dividido por 2'* =
2048 dando 1090/2048 = 0.5322265625 que multi-
pilcado por 16 da 0.5322265625 X 16 = 8.515625 ou
-8.515625.

Vamos ao quartocaso: 011000011100
10100u0|111000]01110010100
numero é positivo, e seu expoente é -15+24=9. A
mantissa ¢ 1,01 11001010 = 1482. Ao final,
o niimero é 4+2° x (1482/2048) = 370.5.

Tente resolver agora o quinto e o sexto casos.



Como o sistema converte

Agora, a grande questdao: quando vocé digita um
nimero em um programa ou em uma tela, o com-
putador precisa registrar este nimero na meméria,
usando um dos formatos aqui estudados. Vamos
estudar o processo de conversdo decimal — float
e para campos de 16 bits. Vale a referéncia de este
tamanho de campo nao é mais usado, e s6 estd aqui
pela facilidade e simplicidade dos célculos envolvi-
dos. Vamos por etapas:

1. Dado um ndmero real, por exemplo 183.27,
a primeira coisa a fazer é converter este ni-
mero em bindrio. Fica:

187.27(10) — 10111011.01000101002)

2. Agora, o ponto decimal deve ser levado a
esquerda, até o primeiro 1 do ntimero. A
cada casa, o expoente deve ser incremen-
tado. Acompanhe:

10111011.0100010100 x 2°
1011101.10100010100 x 2*
101110.110100010100 x 22
10111.0110100010100 x 23
1011.10110100010100 x 24
101.110110100010100 x 2°
10.1110110100010100 x 2
1.01110110100010100 x 27
.101110110100010100 x 2%
Note que as 7 linhas acima representam o
mesmo ndmero.

3. Como o ntmero é positivo, seu sinal é 0.

4. A poténcia do nimero é 8 que deve ser so-
mado com 15, totalizando 23. Agora, é
hora de converter o expoente em binério:
23(10) — 10111(2)

5. Finalmente, e hora de pegar 10 bits da man-
tissa, lembrando que o primeiro 1 (aquele
que fica depois do ponto) é omitido. A man-
tissa fica: 0111011010

6. o numero binario em formato binaryl6 é
0110111]10111011010

7. Se vocé converter este nimero para deci-
mal, vai encontrar 187.25, o que demonstra
a baixa precisdo deste formato (e explica
porque ele nao é usado).

I¥" Para vocé fazer

Interprete os 2 numeros bindrios a seguir como

binaryl6 inteiros e negativos e ache os valores de-

cimais
le?2.
1111100110000100
1111001000000100

e agora interprete os 4 ndmeros a seguir como

binaryl6 flutuantes e ache os decimais equivalen-

tes com 5 casas decimais

3,4,5e6.

= O O O
O = B O
O O R
o O o
= O~ o
= = O O
O O = =
= O O
O = B O
= O O
= O o
(el oo
O R K
= = O O

Finalmente, converta os valores abaixo que es-
tao em decimal para o formato binaryl6
7e8.

125
-53.26
Responda aqui
1. 2.
111177 1117/
/1117 1117/
/1111 /111]
3 4. 5 6.
7
8

403-76513 - /
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Representagdo de niimeros em ma-
quinas

Qualquer méaquina digital (computadores, celula-
res, fornos de microondas, impressoras, I-pads, au-
toméveis, avides, maquinas fotograficas, geladei-
ras, televisores, maquinas de dinheiro,...) precisa
manusear e armazenar nimeros. Embora 14 nos
primoérdios do século XX tenha havido a tentacado
de representar nimeros por medidas analégicas, ra-
pidamente a qualidade da representacgdo digital se
impos.

Todas essas maquinas usam ldgica binéria e
portanto usam bits (0 ou 1) internamente. Agra-
degamos a George Boole e a Claude Shannon por
isso. Em geral, para guardar um numero, todas
trabalham com quantidades fixas de bits, o que ao
fim e ao cabo implica em uma quantidade finita de
ntmeros representaveis. Ou seja, na matematica
computacional estamos presos & matematica finita
de Karl Gauss e aos grupos de Evariste Galois.

Todos os demais ntimeros sdo obtidos por pro-
ximidade a algum ndmero desses que é representé-
vel, gerando aqui um erro de representagdo. Por
exemplo, 2, seu quadrado e o niimero 4 podem ser
representados em um computador usando Python.
J4, a raiz quadrada de 5 ndo pode (e quando obtida
é forcosamente arredondada) dai:

>>> 2%x2 ==

True

>>> ((5%%0.5)*%2) ==

False

>>> dif=(((5%*0.5)**2)-5)
>>> print(f'{dif:.24£}"')
0.000000000000000888178420

Inteiros

Os inteiros podem ser corretamente representados,
limitados ao tamanho do registro assim enten-
dido como a unidade de bits que sdo alocados
ao armazenamento de um nimero. Supondo n
bits, pode-se guardar até o ntmero 2" — 1. Por
exemplo, se n = 4 pode-se guardar até o 15. Nao
acredite em mim, faga as representacgdes para se
convencer. Se n = 8, guarda-se até o 255. Se
n = 16 o limite agora é 65535, e assim por diante.
Note-se que esta representagdo é para inteiros sem
sinal (ou positivos). Se, se necessitar guardar
ntimeros negativos também, perde-se um bit (o
mais & esquerda) para o sinal e portanto o maior
ndmero passa a ser 2" ! — 1 e o menor, que l4
no caso sem sinal era o zero, agora é —2"7 1,
Por exemplo, se n = 8 o intervalo de represen-
tagdo é —127..0..127. Convenciona-se usar o bit
0 para positivo e o bit 1 para negativo e daqui:

11111111 = —(2% 4+ ...+ 21 +29) = —127
10000001 = -1

10000000 = -0 (?)

00000000 = 0

01111111 = 26425 4 ... 420 =127

As memorias tém crescido muito nos tltimos anos,
e os tamanhos agora sio bem generosos. Por
exemplo, em C++, inteiros podem ser de 8 ou
16 bits (j4 visto antes) mas também de 32 bits
(limite de 4.294.967.296) ou de 64 bits (limite de
18.446.744.073.709.551.616) ou a metade disso se
houver sinal. A menos de algum detalhe obscuro,
todas as plataformas de computadores comparti-
lham estes valores.

Inteiros negativos

Os negativos inteiros sao representados como com-
plemento para 2. Esta operagdo naturalmente le-
vard o primeiro bit a ser 1 (positivos tém primeira
posig@o igual a zero). Mas a representagao do ni-
mero é um pouco diferente do que seria esperado.
A regra é simples: Troque zeros por uns e vice-
versa. Some 1. Pronto. Eis um exemplo: Suponha
o nimero (1011)2 como expressdo de um negativo
(1° bit=1). Trocando uns-zeros fica (0100). So-
mando 1 fica (0101) que corresponde a 5. Como o

primeiro bit era 1, entdo —5. Acompanhe na ta-
bela de 4 bits:

Binario Hexad Decimal Compl. 2
0000 0 0 0
0001 1 1 1
0010 2 2 2
0011 3 3 3
0100 4 4 4
0101 5 5 5
0110 6 6 6
0111 7 7 7
1000 8 8 -8
1001 9 9 -7
1010 A 10 -6
1011 B 11 -5
1100 C 12 -4
1101 D 13 -3
1110 E 14 -2
1111 F 15 -1

Reais ou flutuantes

A dificuldade inicial é como representar o inter-
valo —o00..00 em um ndmero limitado e fixo de bits.
Agora os bits disponiveis terdo que ser distribuidos
em diversos componentes do niimero a representar,
a saber

tdids...dy x pEeLE2em

Considerando que a base 8 é fixa na arquitetura,
ela nao precisa ser guardada a cada nimero. Res-
tam os digitos did2d, junto com o seu sinal, além
dos digitos ejes...e,, também com o seu sinal. O
conjunto dids...d, é conhecido como mantissa do
numero e estd normalizado entre 0 e 1. Em outras
palavras, o nimero 127.345 seria representado por
0.127345 x 10°.

Padrao 16 bits original Esta representa-

cao classica nem é mais usada, mas vai-se comegar

com ela por razdes didaticas. Eis como funcionava

um sistema em ponto flutuante, com base binéria

(B = 2), com t = 10 digitos bindrios na mantissa

e expoentes limitados entre I = —15 e S = +15,

lembrando que (15)19 = (1111)3 e portanto o re-

gistro é

[salldr[daldsldaldsldeld-ldsldold 1ol saf e [ealese4]

s1 sinal do numero (da mantissa). 0 — positivo e
1 — negativo

di..d1p mantissa com 10 digitos bindrios significa-
tivos

so sinal do expoente: 0 - + e 1 —

e1..eq4 expoente

Nessa representacdo os nimeros sdo armazenados

no formato normalizado (entre 0 e 1) logo, dy # 0

e portanto o niimero é

v = (=1)F(0.0)p 257

Nesse esquema, o menor valor representavel é
0.1000000000.11111 e este valor é 4(0.1)2 x 27° =
(271 x271%)10 = (271%) 10 = 0.0000152587890625.

Ja o major valor ¢0.1111111111.01111 Que vem
a ser (32736)10 ~ 21°.

Finalmente o zero é 0.0000000000.11111. Lem-
brando que este é o inico ndmero ndo normalizado,
pois sua mantissa é toda zero. Todo niimero me-
nor que o menor valor representavel acarreta un-
derflow enquanto todo niimero maior que o maior
representavel acarreta overflow.

Otimizagoes - padrao IEEE754

Algumas caracteristicas do exposto foram alteradas
para ampliar a faixa de representacao e organizar a
representacdo. Primeiro, a mantissa e o expoente
tém seus locais invertidos.

Polarizagéo A idéia é inventar um valor fixo
e soma-lo a todos os expoentes, transformando um
nimero de 4 bits mais sinal em um nimero de 5
bits. Neste caso (16 bits) o valor de polarizagao
é 15 e agora passa-se de —15..15 a 0..31. Isto é
possivel porque usando o sinal, tinham-se duas re-
presentacdes para o zero (40 e — 0) e isto é desne-
cessdrio. Agora o nimero é visto como

v = (=1)7(0.f)2 2271

Desprezo de d1 Nao se armazena o di que
como se viu vale sempre 1. Agora a mantissa re-
presentada passa a ter os digitos daz, ds, ...d¢y1 € a
posigdo normalizada do ponto passa a ser a direita
de d1 =1 ou seja

v=(~1)°(1.f)z 2271

flexibilizagdo da normalizagdo na
mantissa o explicado acima tenderia a levan-
tar o valor da menor representagdo possivel. Para
evitar isso, quando e = 00000 (apés a subtracdo de
15) a normalizacdo do di = 1 é eliminada. Agora
o menor valor possivel é 0.00000.0000000001 que é
igual a 0.0009765625. O padrao ficou assim:
[s [e(5d) T f(1od) |
[1 [2.6 7..16 |

O nimero aqui armazenado obedece a algumas
regras:
se 0 < e < 31 entdo v = (—1)% 2°71° (1.f),
see=0e f#0entdo v =(—1)° 2714(0.f)
se e =0 e f = 0 entdo este nimero é zero
se e = 31 = 2° — 1 entdo v pertence A regido de
overflow.

Outros formatos

Esta especificagdo foi levada a outros formatos, a
saber

B C D
formato exp exrpio mant
binary16 5 dig 31 10d
binary32 8 dig 255 23 d
binary64 11 dig 2047 52 d
binary128 15 dig 32767 112 d

Exemplo

Ache os valores negativos (por complemento a 2)
das varidveis

o
o
=)
o =
o
o o
o
o
= O
o
o
= O
o o
o
o o
O =

Sédo eles: -9371 e -5388

Agora, ache os flutuantes, com 7 casas deci-
mais, de

1100110001000010
0110000111001010
0110100001011001
1010111110001010

As respostas sdo -8.515625, 370.5, 1113.0000000 e
-0.0588989257

Vamos ver etapa a etapa, como os resultados
acima foram encontrados: Comegando com o in-
teiro1101101101100101 (caso 1, acima).
Como o primeiro bit é 1, o niimero é negativo e pre-
cisamos inverté-lo. Fica001001001001101
0 e agora, soma-se 1 efica00100100100110
1 1. A conversao deste niimero para base decimal
é 142+8+16+128+41024+8192=9371. Portanto a
resposta e -9371.

Tente achar por sua conta o segundo exemplo.

Quanto ao terceiro caso, o flutuante 11001 1
0001000010, devemos estudar a distribuigao
de bits. Vamos 14

1110011
s eeeece

| 0001000010
mMmMmMmmmmmmm

O sinal do niimero é obtido fazendo —1° e neste
caso o nimero serd negativo.

O expoente é -15+19=4, portanto ao final ter-
se-4 que multiplicar a mantissa por 24 =16

Finalmente a mantissa, é o nimero 0 0 0 1 0
00010, que deve ter um 1 colocado a frente
dando o binéario de 11 bits 1 0 0 0 1 0 0 0 O
1 0. Convertendo este ntimero a decimal tem-se
2+46441024=1090, que deve ser dividido por 2! =
2048 dando 1090/2048 = 0.5322265625 que multi-
pilcado por 16 da 0.5322265625 X 16 = 8.515625 ou
-8.515625.

Vamos ao quartocaso: 011000011100
10100ou0]111000]101110010100
ntmero € positivo, e seu expoente é -15424=9. A
mantissa é 1,01 11001010 = 1482. Ao final,
o niimero é +2° x (1482/2048) = 370.5.

Tente resolver agora o quinto e o sexto casos.



Como o sistema converte

Agora, a grande questdao: quando vocé digita um
nimero em um programa ou em uma tela, o com-
putador precisa registrar este nimero na meméria,
usando um dos formatos aqui estudados. Vamos
estudar o processo de conversdo decimal — float
e para campos de 16 bits. Vale a referéncia de este
tamanho de campo nao é mais usado, e s6 estd aqui
pela facilidade e simplicidade dos célculos envolvi-
dos. Vamos por etapas:

1. Dado um ndmero real, por exemplo 183.27,
a primeira coisa a fazer é converter este ni-
mero em bindrio. Fica:

187.27(10) — 10111011.01000101002)

2. Agora, o ponto decimal deve ser levado a
esquerda, até o primeiro 1 do ntimero. A
cada casa, o expoente deve ser incremen-
tado. Acompanhe:

10111011.0100010100 x 2°
1011101.10100010100 x 2*
101110.110100010100 x 22
10111.0110100010100 x 23
1011.10110100010100 x 24
101.110110100010100 x 2°
10.1110110100010100 x 2
1.01110110100010100 x 27
.101110110100010100 x 2%
Note que as 7 linhas acima representam o
mesmo ndmero.

3. Como o ntmero é positivo, seu sinal é 0.

4. A poténcia do nimero é 8 que deve ser so-
mado com 15, totalizando 23. Agora, é
hora de converter o expoente em binério:
23(10) — 10111(2)

5. Finalmente, e hora de pegar 10 bits da man-
tissa, lembrando que o primeiro 1 (aquele
que fica depois do ponto) é omitido. A man-
tissa fica: 0111011010

6. o numero binario em formato binaryl6 é
0110111]10111011010

7. Se vocé converter este nimero para deci-
mal, vai encontrar 187.25, o que demonstra
a baixa precisdo deste formato (e explica
porque ele nao é usado).

I¥" Para vocé fazer

Interprete os 2 numeros bindrios a seguir como
binaryl6 inteiros e negativos e ache os valores de-
cimais
le?2.
1110110101101000

1110110111111010

e agora interprete os 4 nimeros a seguir como

binaryl6 flutuantes e ache os decimais equivalen-
tes com 5 casas decimais

3,4,5e6.
0001000011011100
0101100011011011
0101001010010011
1100000001000111

Finalmente, converta os valores abaixo que es-
tao em decimal para o formato binaryl6
7e8.

97
-45.48
Responda aqui
1. 2.
111177 1117/
/1117 1117/
/1111 /111]
3 4. 5 6.
7
8

403-76520 - /
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Representagdo de niimeros em ma-
quinas

Qualquer méaquina digital (computadores, celula-
res, fornos de microondas, impressoras, I-pads, au-
toméveis, avides, maquinas fotograficas, geladei-
ras, televisores, maquinas de dinheiro,...) precisa
manusear e armazenar nimeros. Embora 14 nos
primoérdios do século XX tenha havido a tentacado
de representar nimeros por medidas analégicas, ra-
pidamente a qualidade da representacgdo digital se
impos.

Todas essas maquinas usam ldgica binéria e
portanto usam bits (0 ou 1) internamente. Agra-
degamos a George Boole e a Claude Shannon por
isso. Em geral, para guardar um numero, todas
trabalham com quantidades fixas de bits, o que ao
fim e ao cabo implica em uma quantidade finita de
ntmeros representaveis. Ou seja, na matematica
computacional estamos presos & matematica finita
de Karl Gauss e aos grupos de Evariste Galois.

Todos os demais ntimeros sdo obtidos por pro-
ximidade a algum ndmero desses que é representé-
vel, gerando aqui um erro de representagdo. Por
exemplo, 2, seu quadrado e o niimero 4 podem ser
representados em um computador usando Python.
J4, a raiz quadrada de 5 ndo pode (e quando obtida
é forcosamente arredondada) dai:

>>> 2%x2 ==

True

>>> ((5%%0.5)*%2) ==

False

>>> dif=(((5%*0.5)**2)-5)
>>> print(f'{dif:.24£}"')
0.000000000000000888178420

Inteiros

Os inteiros podem ser corretamente representados,
limitados ao tamanho do registro assim enten-
dido como a unidade de bits que sdo alocados
ao armazenamento de um nimero. Supondo n
bits, pode-se guardar até o ntmero 2" — 1. Por
exemplo, se n = 4 pode-se guardar até o 15. Nao
acredite em mim, faga as representacgdes para se
convencer. Se n = 8, guarda-se até o 255. Se
n = 16 o limite agora é 65535, e assim por diante.
Note-se que esta representagdo é para inteiros sem
sinal (ou positivos). Se, se necessitar guardar
ntimeros negativos também, perde-se um bit (o
mais & esquerda) para o sinal e portanto o maior
ndmero passa a ser 2" ! — 1 e o menor, que l4
no caso sem sinal era o zero, agora é —2"7 1,
Por exemplo, se n = 8 o intervalo de represen-
tagdo é —127..0..127. Convenciona-se usar o bit
0 para positivo e o bit 1 para negativo e daqui:

11111111 = —(2% 4+ ...+ 21 +29) = —127
10000001 = -1

10000000 = -0 (?)

00000000 = 0

01111111 = 26425 4 ... 420 =127

As memorias tém crescido muito nos tltimos anos,
e os tamanhos agora sio bem generosos. Por
exemplo, em C++, inteiros podem ser de 8 ou
16 bits (j4 visto antes) mas também de 32 bits
(limite de 4.294.967.296) ou de 64 bits (limite de
18.446.744.073.709.551.616) ou a metade disso se
houver sinal. A menos de algum detalhe obscuro,
todas as plataformas de computadores comparti-
lham estes valores.

Inteiros negativos

Os negativos inteiros sao representados como com-
plemento para 2. Esta operagdo naturalmente le-
vard o primeiro bit a ser 1 (positivos tém primeira
posig@o igual a zero). Mas a representagao do ni-
mero é um pouco diferente do que seria esperado.
A regra é simples: Troque zeros por uns e vice-
versa. Some 1. Pronto. Eis um exemplo: Suponha
o nimero (1011)2 como expressdo de um negativo
(1° bit=1). Trocando uns-zeros fica (0100). So-
mando 1 fica (0101) que corresponde a 5. Como o

primeiro bit era 1, entdo —5. Acompanhe na ta-
bela de 4 bits:

Binario Hexad Decimal Compl. 2
0000 0 0 0
0001 1 1 1
0010 2 2 2
0011 3 3 3
0100 4 4 4
0101 5 5 5
0110 6 6 6
0111 7 7 7
1000 8 8 -8
1001 9 9 -7
1010 A 10 -6
1011 B 11 -5
1100 C 12 -4
1101 D 13 -3
1110 E 14 -2
1111 F 15 -1

Reais ou flutuantes

A dificuldade inicial é como representar o inter-
valo —o00..00 em um ndmero limitado e fixo de bits.
Agora os bits disponiveis terdo que ser distribuidos
em diversos componentes do niimero a representar,
a saber

tdids...dy x pEeLE2em

Considerando que a base 8 é fixa na arquitetura,
ela nao precisa ser guardada a cada nimero. Res-
tam os digitos did2d, junto com o seu sinal, além
dos digitos ejes...e,, também com o seu sinal. O
conjunto dids...d, é conhecido como mantissa do
numero e estd normalizado entre 0 e 1. Em outras
palavras, o nimero 127.345 seria representado por
0.127345 x 10°.

Padrao 16 bits original Esta representa-

cao classica nem é mais usada, mas vai-se comegar

com ela por razdes didaticas. Eis como funcionava

um sistema em ponto flutuante, com base binéria

(B = 2), com t = 10 digitos bindrios na mantissa

e expoentes limitados entre I = —15 e S = +15,

lembrando que (15)19 = (1111)3 e portanto o re-

gistro é

[salldr[daldsldaldsldeld-ldsldold 1ol saf e [ealese4]

s1 sinal do numero (da mantissa). 0 — positivo e
1 — negativo

di..d1p mantissa com 10 digitos bindrios significa-
tivos

so sinal do expoente: 0 - + e 1 —

e1..eq4 expoente

Nessa representacdo os nimeros sdo armazenados

no formato normalizado (entre 0 e 1) logo, dy # 0

e portanto o niimero é

v = (=1)F(0.0)p 257

Nesse esquema, o menor valor representavel é
0.1000000000.11111 e este valor é 4(0.1)2 x 27° =
(271 x271%)10 = (271%) 10 = 0.0000152587890625.

Ja o major valor ¢0.1111111111.01111 Que vem
a ser (32736)10 ~ 21°.

Finalmente o zero é 0.0000000000.11111. Lem-
brando que este é o inico ndmero ndo normalizado,
pois sua mantissa é toda zero. Todo niimero me-
nor que o menor valor representavel acarreta un-
derflow enquanto todo niimero maior que o maior
representavel acarreta overflow.

Otimizagoes - padrao IEEE754

Algumas caracteristicas do exposto foram alteradas
para ampliar a faixa de representacao e organizar a
representacdo. Primeiro, a mantissa e o expoente
tém seus locais invertidos.

Polarizagéo A idéia é inventar um valor fixo
e soma-lo a todos os expoentes, transformando um
nimero de 4 bits mais sinal em um nimero de 5
bits. Neste caso (16 bits) o valor de polarizagao
é 15 e agora passa-se de —15..15 a 0..31. Isto é
possivel porque usando o sinal, tinham-se duas re-
presentacdes para o zero (40 e — 0) e isto é desne-
cessdrio. Agora o nimero é visto como

v = (=1)7(0.f)2 2271

Desprezo de d1 Nao se armazena o di que
como se viu vale sempre 1. Agora a mantissa re-
presentada passa a ter os digitos daz, ds, ...d¢y1 € a
posigdo normalizada do ponto passa a ser a direita
de d1 =1 ou seja

v=(~1)°(1.f)z 2271

flexibilizagdo da normalizagdo na
mantissa o explicado acima tenderia a levan-
tar o valor da menor representagdo possivel. Para
evitar isso, quando e = 00000 (apés a subtracdo de
15) a normalizacdo do di = 1 é eliminada. Agora
o menor valor possivel é 0.00000.0000000001 que é
igual a 0.0009765625. O padrao ficou assim:
[s [e(5d) T f(1od) |
[1 [2.6 7..16 |

O nimero aqui armazenado obedece a algumas
regras:
se 0 < e < 31 entdo v = (—1)% 2°71° (1.f),
see=0e f#0entdo v =(—1)° 2714(0.f)
se e =0 e f = 0 entdo este nimero é zero
se e = 31 = 2° — 1 entdo v pertence A regido de
overflow.

Outros formatos

Esta especificagdo foi levada a outros formatos, a
saber

B C D
formato exp exrpio mant
binary16 5 dig 31 10d
binary32 8 dig 255 23 d
binary64 11 dig 2047 52 d
binary128 15 dig 32767 112 d

Exemplo

Ache os valores negativos (por complemento a 2)
das varidveis

o
o
=)
o =
o
o o
o
o
= O
o
o
= O
o o
o
o o
O =

Sédo eles: -9371 e -5388

Agora, ache os flutuantes, com 7 casas deci-
mais, de

1100110001000010
0110000111001010
0110100001011001
1010111110001010

As respostas sdo -8.515625, 370.5, 1113.0000000 e
-0.0588989257

Vamos ver etapa a etapa, como os resultados
acima foram encontrados: Comegando com o in-
teiro1101101101100101 (caso 1, acima).
Como o primeiro bit é 1, o niimero é negativo e pre-
cisamos inverté-lo. Fica001001001001101
0 e agora, soma-se 1 efica00100100100110
1 1. A conversao deste niimero para base decimal
é 142+8+16+128+41024+8192=9371. Portanto a
resposta e -9371.

Tente achar por sua conta o segundo exemplo.

Quanto ao terceiro caso, o flutuante 11001 1
0001000010, devemos estudar a distribuigao
de bits. Vamos 14

1110011
s eeeece

| 0001000010
mMmMmMmmmmmmm

O sinal do niimero é obtido fazendo —1° e neste
caso o nimero serd negativo.

O expoente é -15+19=4, portanto ao final ter-
se-4 que multiplicar a mantissa por 24 =16

Finalmente a mantissa, é o nimero 0 0 0 1 0
00010, que deve ter um 1 colocado a frente
dando o binéario de 11 bits 1 0 0 0 1 0 0 0 O
1 0. Convertendo este ntimero a decimal tem-se
2+46441024=1090, que deve ser dividido por 2! =
2048 dando 1090/2048 = 0.5322265625 que multi-
pilcado por 16 da 0.5322265625 X 16 = 8.515625 ou
-8.515625.

Vamos ao quartocaso: 011000011100
10100ou0]111000]101110010100
ntmero € positivo, e seu expoente é -15424=9. A
mantissa é 1,01 11001010 = 1482. Ao final,
o niimero é +2° x (1482/2048) = 370.5.

Tente resolver agora o quinto e o sexto casos.



Como o sistema converte

Agora, a grande questdao: quando vocé digita um
nimero em um programa ou em uma tela, o com-
putador precisa registrar este nimero na meméria,
usando um dos formatos aqui estudados. Vamos
estudar o processo de conversdo decimal — float
e para campos de 16 bits. Vale a referéncia de este
tamanho de campo nao é mais usado, e s6 estd aqui
pela facilidade e simplicidade dos célculos envolvi-
dos. Vamos por etapas:

1. Dado um ndmero real, por exemplo 183.27,
a primeira coisa a fazer é converter este ni-
mero em bindrio. Fica:

187.27(10) — 10111011.01000101002)

2. Agora, o ponto decimal deve ser levado a
esquerda, até o primeiro 1 do ntimero. A
cada casa, o expoente deve ser incremen-
tado. Acompanhe:

10111011.0100010100 x 2°
1011101.10100010100 x 2*
101110.110100010100 x 22
10111.0110100010100 x 23
1011.10110100010100 x 24
101.110110100010100 x 2°
10.1110110100010100 x 2
1.01110110100010100 x 27
.101110110100010100 x 2%
Note que as 7 linhas acima representam o
mesmo ndmero.

3. Como o ntmero é positivo, seu sinal é 0.

4. A poténcia do nimero é 8 que deve ser so-
mado com 15, totalizando 23. Agora, é
hora de converter o expoente em binério:
23(10) — 10111(2)

5. Finalmente, e hora de pegar 10 bits da man-
tissa, lembrando que o primeiro 1 (aquele
que fica depois do ponto) é omitido. A man-
tissa fica: 0111011010

6. o numero binario em formato binaryl6 é
0110111]10111011010

7. Se vocé converter este nimero para deci-
mal, vai encontrar 187.25, o que demonstra
a baixa precisdo deste formato (e explica
porque ele nao é usado).

I¥" Para vocé fazer

Interprete os 2 numeros bindrios a seguir como
binaryl6 inteiros e negativos e ache os valores de-
cimais
le?2.
1111100111101100
1111101001010010
e agora interprete os 4 ndmeros a seguir como
binaryl6 flutuantes e ache os decimais equivalen-

tes com 5 casas decimais

3,4, 5 ¢ 6.
0111001110111001
1010011110010101
0000001101001001
0010011110010100

Finalmente, converta os valores abaixo que es-
tao em decimal para o formato binaryl6
7e8.

107
-40.06
Responda aqui
1. 2.
111177 1117/
/1117 1117/
/1111 /111]
3 4. 5 6.
7
8
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Representagdo de niimeros em ma-
quinas

Qualquer méaquina digital (computadores, celula-
res, fornos de microondas, impressoras, I-pads, au-
toméveis, avides, maquinas fotograficas, geladei-
ras, televisores, maquinas de dinheiro,...) precisa
manusear e armazenar nimeros. Embora 14 nos
primoérdios do século XX tenha havido a tentacado
de representar nimeros por medidas analégicas, ra-
pidamente a qualidade da representacgdo digital se
impos.

Todas essas maquinas usam ldgica binéria e
portanto usam bits (0 ou 1) internamente. Agra-
degamos a George Boole e a Claude Shannon por
isso. Em geral, para guardar um numero, todas
trabalham com quantidades fixas de bits, o que ao
fim e ao cabo implica em uma quantidade finita de
ntmeros representaveis. Ou seja, na matematica
computacional estamos presos & matematica finita
de Karl Gauss e aos grupos de Evariste Galois.

Todos os demais ntimeros sdo obtidos por pro-
ximidade a algum ndmero desses que é representé-
vel, gerando aqui um erro de representagdo. Por
exemplo, 2, seu quadrado e o niimero 4 podem ser
representados em um computador usando Python.
J4, a raiz quadrada de 5 ndo pode (e quando obtida
é forcosamente arredondada) dai:

>>> 2%x2 ==

True

>>> ((5%%0.5)*%2) ==

False

>>> dif=(((5%*0.5)**2)-5)
>>> print(f'{dif:.24£}"')
0.000000000000000888178420

Inteiros

Os inteiros podem ser corretamente representados,
limitados ao tamanho do registro assim enten-
dido como a unidade de bits que sdo alocados
ao armazenamento de um nimero. Supondo n
bits, pode-se guardar até o ntmero 2" — 1. Por
exemplo, se n = 4 pode-se guardar até o 15. Nao
acredite em mim, faga as representacgdes para se
convencer. Se n = 8, guarda-se até o 255. Se
n = 16 o limite agora é 65535, e assim por diante.
Note-se que esta representagdo é para inteiros sem
sinal (ou positivos). Se, se necessitar guardar
ntimeros negativos também, perde-se um bit (o
mais & esquerda) para o sinal e portanto o maior
ndmero passa a ser 2" ! — 1 e o menor, que l4
no caso sem sinal era o zero, agora é —2"7 1,
Por exemplo, se n = 8 o intervalo de represen-
tagdo é —127..0..127. Convenciona-se usar o bit
0 para positivo e o bit 1 para negativo e daqui:

11111111 = —(2% 4+ ...+ 21 +29) = —127
10000001 = -1

10000000 = -0 (?)

00000000 = 0

01111111 = 26425 4 ... 420 =127

As memorias tém crescido muito nos tltimos anos,
e os tamanhos agora sio bem generosos. Por
exemplo, em C++, inteiros podem ser de 8 ou
16 bits (j4 visto antes) mas também de 32 bits
(limite de 4.294.967.296) ou de 64 bits (limite de
18.446.744.073.709.551.616) ou a metade disso se
houver sinal. A menos de algum detalhe obscuro,
todas as plataformas de computadores comparti-
lham estes valores.

Inteiros negativos

Os negativos inteiros sao representados como com-
plemento para 2. Esta operagdo naturalmente le-
vard o primeiro bit a ser 1 (positivos tém primeira
posig@o igual a zero). Mas a representagao do ni-
mero é um pouco diferente do que seria esperado.
A regra é simples: Troque zeros por uns e vice-
versa. Some 1. Pronto. Eis um exemplo: Suponha
o nimero (1011)2 como expressdo de um negativo
(1° bit=1). Trocando uns-zeros fica (0100). So-
mando 1 fica (0101) que corresponde a 5. Como o

primeiro bit era 1, entdo —5. Acompanhe na ta-
bela de 4 bits:

Binario Hexad Decimal Compl. 2
0000 0 0 0
0001 1 1 1
0010 2 2 2
0011 3 3 3
0100 4 4 4
0101 5 5 5
0110 6 6 6
0111 7 7 7
1000 8 8 -8
1001 9 9 -7
1010 A 10 -6
1011 B 11 -5
1100 C 12 -4
1101 D 13 -3
1110 E 14 -2
1111 F 15 -1

Reais ou flutuantes

A dificuldade inicial é como representar o inter-
valo —o00..00 em um ndmero limitado e fixo de bits.
Agora os bits disponiveis terdo que ser distribuidos
em diversos componentes do niimero a representar,
a saber

tdids...dy x pEeLE2em

Considerando que a base 8 é fixa na arquitetura,
ela nao precisa ser guardada a cada nimero. Res-
tam os digitos did2d, junto com o seu sinal, além
dos digitos ejes...e,, também com o seu sinal. O
conjunto dids...d, é conhecido como mantissa do
numero e estd normalizado entre 0 e 1. Em outras
palavras, o nimero 127.345 seria representado por
0.127345 x 10°.

Padrao 16 bits original Esta representa-

cao classica nem é mais usada, mas vai-se comegar

com ela por razdes didaticas. Eis como funcionava

um sistema em ponto flutuante, com base binéria

(B = 2), com t = 10 digitos bindrios na mantissa

e expoentes limitados entre I = —15 e S = +15,

lembrando que (15)19 = (1111)3 e portanto o re-

gistro é

[salldr[daldsldaldsldeld-ldsldold 1ol saf e [ealese4]

s1 sinal do numero (da mantissa). 0 — positivo e
1 — negativo

di..d1p mantissa com 10 digitos bindrios significa-
tivos

so sinal do expoente: 0 - + e 1 —

e1..eq4 expoente

Nessa representacdo os nimeros sdo armazenados

no formato normalizado (entre 0 e 1) logo, dy # 0

e portanto o niimero é

v = (=1)F(0.0)p 257

Nesse esquema, o menor valor representavel é
0.1000000000.11111 e este valor é 4(0.1)2 x 27° =
(271 x271%)10 = (271%) 10 = 0.0000152587890625.

Ja o major valor ¢0.1111111111.01111 Que vem
a ser (32736)10 ~ 21°.

Finalmente o zero é 0.0000000000.11111. Lem-
brando que este é o inico ndmero ndo normalizado,
pois sua mantissa é toda zero. Todo niimero me-
nor que o menor valor representavel acarreta un-
derflow enquanto todo niimero maior que o maior
representavel acarreta overflow.

Otimizagoes - padrao IEEE754

Algumas caracteristicas do exposto foram alteradas
para ampliar a faixa de representacao e organizar a
representacdo. Primeiro, a mantissa e o expoente
tém seus locais invertidos.

Polarizagéo A idéia é inventar um valor fixo
e soma-lo a todos os expoentes, transformando um
nimero de 4 bits mais sinal em um nimero de 5
bits. Neste caso (16 bits) o valor de polarizagao
é 15 e agora passa-se de —15..15 a 0..31. Isto é
possivel porque usando o sinal, tinham-se duas re-
presentacdes para o zero (40 e — 0) e isto é desne-
cessdrio. Agora o nimero é visto como

v = (=1)7(0.f)2 2271

Desprezo de d1 Nao se armazena o di que
como se viu vale sempre 1. Agora a mantissa re-
presentada passa a ter os digitos daz, ds, ...d¢y1 € a
posigdo normalizada do ponto passa a ser a direita
de d1 =1 ou seja

v=(~1)°(1.f)z 2271

flexibilizagdo da normalizagdo na
mantissa o explicado acima tenderia a levan-
tar o valor da menor representagdo possivel. Para
evitar isso, quando e = 00000 (apés a subtracdo de
15) a normalizacdo do di = 1 é eliminada. Agora
o menor valor possivel é 0.00000.0000000001 que é
igual a 0.0009765625. O padrao ficou assim:
[s [e(5d) T f(1od) |
[1 [2.6 7..16 |

O nimero aqui armazenado obedece a algumas
regras:
se 0 < e < 31 entdo v = (—1)% 2°71° (1.f),
see=0e f#0entdo v =(—1)° 2714(0.f)
se e =0 e f = 0 entdo este nimero é zero
se e = 31 = 2° — 1 entdo v pertence A regido de
overflow.

Outros formatos

Esta especificagdo foi levada a outros formatos, a
saber

B C D
formato exp exrpio mant
binary16 5 dig 31 10d
binary32 8 dig 255 23 d
binary64 11 dig 2047 52 d
binary128 15 dig 32767 112 d

Exemplo

Ache os valores negativos (por complemento a 2)
das varidveis

o
o
=)
o =
o
o o
o
o
= O
o
o
= O
o o
o
o o
O =

Sédo eles: -9371 e -5388

Agora, ache os flutuantes, com 7 casas deci-
mais, de

1100110001000010
0110000111001010
0110100001011001
1010111110001010

As respostas sdo -8.515625, 370.5, 1113.0000000 e
-0.0588989257

Vamos ver etapa a etapa, como os resultados
acima foram encontrados: Comegando com o in-
teiro1101101101100101 (caso 1, acima).
Como o primeiro bit é 1, o niimero é negativo e pre-
cisamos inverté-lo. Fica001001001001101
0 e agora, soma-se 1 efica00100100100110
1 1. A conversao deste niimero para base decimal
é 142+8+16+128+41024+8192=9371. Portanto a
resposta e -9371.

Tente achar por sua conta o segundo exemplo.

Quanto ao terceiro caso, o flutuante 11001 1
0001000010, devemos estudar a distribuigao
de bits. Vamos 14

1110011
s eeeece

| 0001000010
mMmMmMmmmmmmm

O sinal do niimero é obtido fazendo —1° e neste
caso o nimero serd negativo.

O expoente é -15+19=4, portanto ao final ter-
se-4 que multiplicar a mantissa por 24 =16

Finalmente a mantissa, é o nimero 0 0 0 1 0
00010, que deve ter um 1 colocado a frente
dando o binéario de 11 bits 1 0 0 0 1 0 0 0 O
1 0. Convertendo este ntimero a decimal tem-se
2+46441024=1090, que deve ser dividido por 2! =
2048 dando 1090/2048 = 0.5322265625 que multi-
pilcado por 16 da 0.5322265625 X 16 = 8.515625 ou
-8.515625.

Vamos ao quartocaso: 011000011100
10100ou0]111000]101110010100
ntmero € positivo, e seu expoente é -15424=9. A
mantissa é 1,01 11001010 = 1482. Ao final,
o niimero é +2° x (1482/2048) = 370.5.

Tente resolver agora o quinto e o sexto casos.



Como o sistema converte

Agora, a grande questdao: quando vocé digita um
nimero em um programa ou em uma tela, o com-
putador precisa registrar este nimero na meméria,
usando um dos formatos aqui estudados. Vamos
estudar o processo de conversdo decimal — float
e para campos de 16 bits. Vale a referéncia de este
tamanho de campo nao é mais usado, e s6 estd aqui
pela facilidade e simplicidade dos célculos envolvi-
dos. Vamos por etapas:

1. Dado um ndmero real, por exemplo 183.27,
a primeira coisa a fazer é converter este ni-
mero em bindrio. Fica:

187.27(10) — 10111011.01000101002)

2. Agora, o ponto decimal deve ser levado a
esquerda, até o primeiro 1 do ntimero. A
cada casa, o expoente deve ser incremen-
tado. Acompanhe:

10111011.0100010100 x 2°
1011101.10100010100 x 2*
101110.110100010100 x 22
10111.0110100010100 x 23
1011.10110100010100 x 24
101.110110100010100 x 2°
10.1110110100010100 x 2
1.01110110100010100 x 27
.101110110100010100 x 2%
Note que as 7 linhas acima representam o
mesmo ndmero.

3. Como o ntmero é positivo, seu sinal é 0.

4. A poténcia do nimero é 8 que deve ser so-
mado com 15, totalizando 23. Agora, é
hora de converter o expoente em binério:
23(10) — 10111(2)

5. Finalmente, e hora de pegar 10 bits da man-
tissa, lembrando que o primeiro 1 (aquele
que fica depois do ponto) é omitido. A man-
tissa fica: 0111011010

6. o numero binario em formato binaryl6 é
0110111]10111011010

7. Se vocé converter este nimero para deci-
mal, vai encontrar 187.25, o que demonstra
a baixa precisdo deste formato (e explica
porque ele nao é usado).

I¥" Para vocé fazer

Interprete os 2 numeros bindrios a seguir como
binaryl6 inteiros e negativos e ache os valores de-
cimais
le?2.
1110101110010101
1101110001011000
e agora interprete os 4 ndmeros a seguir como
binaryl6 flutuantes e ache os decimais equivalen-

tes com 5 casas decimais

3,4, 5 ¢ 6.
0010110011010001
0111010001111001
0000001110111001
0011100100001 010

Finalmente, converta os valores abaixo que es-
tao em decimal para o formato binaryl6
7e8.

116
-44.36
Responda aqui
1. 2.
111177 1117/
/1117 1117/
/1111 /111]
3 4. 5 6.
7
8
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Representacao de nimeros em ma-
quinas

Qualquer maquina digital (computadores, celula-
res, fornos de microondas, impressoras, I-pads, au-
tomoveis, avides, maquinas fotograficas, geladei-
ras, televisores, maquinas de dinheiro,...) precisa
manusear e armazenar numeros. Embora 14 nos
primérdios do século XX tenha havido a tentagao
de representar nimeros por medidas analégicas, ra-
pidamente a qualidade da representagdo digital se
impos.

Todas essas maquinas usam légica bindria e
portanto usam bits (0 ou 1) internamente. Agra-
decamos a George Boole e a Claude Shannon por
isso. Em geral, para guardar um ntmero, todas
trabalham com quantidades fixas de bits, o que ao
fim e ao cabo implica em uma quantidade finita de
nimeros representaveis. Ou seja, na matematica
computacional estamos presos & matematica finita
de Karl Gauss e aos grupos de Evariste Galois.

Todos os demais niimeros sao obtidos por pro-
ximidade a algum ndmero desses que é representa-
vel, gerando aqui um erro de representagdo. Por
exemplo, 2, seu quadrado e o nimero 4 podem ser
representados em um computador usando Python.
J4, a raiz quadrada de 5 ndo pode (e quando obtida
é forcosamente arredondada) daf:

>>> 2%k ==
True

>>> ((5*%0.5)**2) ==

False

>>> dif=(((5%*0.5)*%2)-5)
>>> print (f'{dif:.24f}"')
0.000000000000000888178420

Inteiros

Os inteiros podem ser corretamente representados,
limitados ao tamanho do registro assim enten-
dido como a unidade de bits que sdo alocados
ao armazenamento de um nimero. Supondo n
bits, pode-se guardar até o ntimero 2" — 1. Por
exemplo, se n = 4 pode-se guardar até o 15. Néao
acredite em mim, faga as representagdes para se
convencer. Se n = 8, guarda-se até o 255. Se
n = 16 o limite agora é 65535, e assim por diante.
Note-se que esta representagdo é para inteiros sem
sinal (ou positivos). Se, se necessitar guardar
ndmeros negativos também, perde-se um bit (o
mais & esquerda) para o sinal e portanto o maior
nimero passa a ser 2"”! — 1 ¢ o menor, que 14
no caso sem sinal era o zero, agora é —2" 71
Por exemplo, se n = 8 o intervalo de represen-
tacdo é —127..0..127. Convenciona-se usar o bit
0 para positivo e o bit 1 para negativo e daqui:

11111111 = —(25 4+ ...+ 28 +29) = —127
10000001 = -1

10000000 = -0 (?)

00000000 = 0

01111111 = 26 42% 4 . 420 =127

As memorias tém crescido muito nos tltimos anos,
e os tamanhos agora sdo bem generosos. Por
exemplo, em C++4, inteiros podem ser de 8 ou
16 bits (j4 visto antes) mas também de 32 bits
(limite de 4.294.967.296) ou de 64 bits (limite de
18.446.744.073.709.551.616) ou a metade disso se
houver sinal. A menos de algum detalhe obscuro,
todas as plataformas de computadores comparti-
lham estes valores.

Inteiros negativos

Os negativos inteiros sdo representados como com-
plemento para 2. Esta operagdo naturalmente le-
vard o primeiro bit a ser 1 (positivos tém primeira
posigdo igual a zero). Mas a representagdo do ni-
mero é um pouco diferente do que seria esperado.
A regra é simples: Troque zeros por uns e vice-
versa. Some 1. Pronto. Eis um exemplo: Suponha
o numero (1011)2 como expressdo de um negativo

(1° bit=1). Trocando uns-zeros fica (0100). So-
mando 1 fica (0101) que corresponde a 5. Como o
primeiro bit era 1, entdo —5. Acompanhe na ta-
bela de 4 bits:

Desprezo de d1 Nao se armazena o di que
como se viu vale sempre 1. Agora a mantissa re-
presentada passa a ter os digitos daz,ds3,...dt+1 € a
posicdo normalizada do ponto passa a ser a direita

Reais ou flutuantes

A dificuldade inicial é como representar o inter-
valo —co..00 em um nimero limitado e fixo de bits.
Agora os bits disponiveis terdo que ser distribuidos
em diversos componentes do niimero a representar,
a saber

+dids...d, x grerez - em

Considerando que a base 3 é fixa na arquitetura,
ela nao precisa ser guardada a cada nimero. Res-
tam os digitos did2d, junto com o seu sinal, além
dos digitos ejes...ey, também com o seu sinal. O
conjunto dids...d,, é conhecido como mantissa do
numero e estd normalizado entre 0 e 1. Em outras
palavras, o nimero 127.345 seria representado por
0.127345 x 10°.

Padrao 16 bits original Esta representa-
cao classica nem é mais usada, mas vai-se comegar
com ela por razoes didaticas. Eis como funcionava
um sistema em ponto flutuante, com base binéria
(B = 2), com t = 10 digitos binadrios na mantissa

e expoentes limitados entre I = —15 e S = +15,
lembrando que (15)19 = (1111)2 e portanto o re-
gistro é

[sa]ld1}daldsldaldsldeld7]ds dold o] sfelexlesfed]

s1 sinal do ntimero (da mantissa). 0 — positivo e
1 — negativo

dy..d1p mantissa com 10 digitos bindrios significa-
tivos

so sinal do expoente: 0 - + e 1 — —

e1..eq4 expoente

Nessa representagdo os nimeros sdo armazenados

no formato normalizado (entre 0 e 1) logo, di # 0

e portanto o niimero é

v = (—1)i51(0~f)2 Qiemp

Nesse esquema, o menor valor representavel é
0.1000000000.11111 e este valor é 4(0.1)2 x 271° =
(271 x2718) 10 = (2719) 15 = 0.0000152587890625.

J& o maior valor € 0.1111111111.01111 Que vem
a ser (32736)10 ~ 2'°.

Finalmente o zero é 0.0000000000.11111. Lem-
brando que este é o inico ndmero nao normalizado,
pois sua mantissa é toda zero. Todo niimero me-
nor que o menor valor representavel acarreta un-
derflow enquanto todo niimero maior que o maior
representavel acarreta overflow.

Otimizacgoes - padrao IEEE754

Algumas caracteristicas do exposto foram alteradas
para ampliar a faixa de representacado e organizar a
representacdo. Primeiro, a mantissa e o expoente
tém seus locais invertidos.

Polarizagéo A idéia é inventar um valor fixo
e somé-lo a todos os expoentes, transformando um
nimero de 4 bits mais sinal em um nimero de 5
bits. Neste caso (16 bits) o valor de polarizagdo
é 15 e agora passa-se de —15..15 a 0..31. Isto é
possivel porque usando o sinal, tinham-se duas re-
presentacdes para o zero (40 e — 0) e isto é desne-
cessirio. Agora o nimero é visto como

v=(=1)%(0.f)2 2°7*°

Binario Hexad Decimal Compl. 2 de di =1 ou seja
0000 0 0 0

1 1 1 1 _15
88?0 2 2 p) v= (=)7L 277
0011 3 3 3
0100 1 1 1 flexibilizagdo da normalizacdo na
0101 5 5 5 mantissa O explicado acima tenderia a levan-
0110 6 6 6 tar o valor da menor representagdo possivel. Para
0111 7 7 7 evitar isso, quando e = 00000 (apés a subtracdo de
1000 8 8 -8 15) a normalizacdo do di = 1 é eliminada. Agora
1001 9 9 -7 o menor valor possivel é 0.00000.0000000001 que é
1010 A 10 -6 igual a 0.0009765625. O padrao ficou assim:
1011 B 11 -5 [s [e(5d) [ f@od) |
1100 C 12 -4 [T ]2.6 | 7.16 |
1101 D 13 -3 O ntimero aqui armazenado obedece a algumas
1110 E 14 -2 regras:
1111 F 15 -1 se 0 < e < 31 entdo v = (—1)° 2°71% (1.f),

see=0e f#0entdov=(—1)° 271(0.f)

se e =0 e f = 0 entdo este ntumero é zero

se e = 31 = 2° — 1 entdo v pertence & regido de
overflow.

Outros formatos

Esta especificagdo foi levada a outros formatos, a
saber

B C D
formato exp erpio mant
binary16 5 dig 31 10 d
binary32 8 dig 255 23 d
binary64 11 dig | 2047 52 d
binary128 15 dig | 32767 112 d

Exemplo

Ache os valores negativos (por complemento a 2)
das variaveis

o
o
= O
o =
o
o o
e
o
= O
o
o
= o
o o
e
o o
o =

Sédo eles: -9371 e -5388
Agora, ache os flutuantes, com 7 casas deci-
mais, de

1100110001000010
0110000111001010
0110100001011001
1010111110001010

As respostas sao -8.515625, 370.5, 1113.0000000 e
-0.0588989257

Vamos ver etapa a etapa, como os resultados
acima foram encontrados: Comegando com o in-
teiro1101101101100101 (caso 1, acima).
Como o primeiro bit é 1, o niimero é negativo e pre-
cisamos inverté-lo. Fica001001001001101
0 e agora, soma-se 1 e fica00100100100110
1 1. A conversao deste niimero para base decimal
é 142+8+16+128+41024+8192=9371. Portanto a
resposta e -9371.

Tente achar por sua conta o segundo exemplo.

Quanto ao terceiro caso, o flutuante 1 1001 1
0001000010, devemos estudar a distribuicado
de bits. Vamos 14

1110011
s eeeee

| 0001000010
mmmmmMmmNmmnm

O sinal do nimero é obtido fazendo —1° e neste
caso o0 numero serd negativo.

O expoente é -15+19=4, portanto ao final ter-
se-4 que multiplicar a mantissa por 2% = 16

Finalmente a mantissa, é o nimero 0 0 0 1 0
00010, que deve ter um 1 colocado a frente
dando o binéario de 11 bits 1 0 0 0 1 0 0 0 O
1 0. Convertendo este ntimero a decimal tem-se
2+464+1024=1090, que deve ser dividido por 2'* =
2048 dando 1090/2048 = 0.5322265625 que multi-
pilcado por 16 da 0.5322265625 X 16 = 8.515625 ou
-8.515625.

Vamos ao quartocaso: 011000011100
10100u0|111000]01110010100
numero é positivo, e seu expoente é -15+24=9. A
mantissa ¢ 1,01 11001010 = 1482. Ao final,
o niimero é 4+2° x (1482/2048) = 370.5.

Tente resolver agora o quinto e o sexto casos.



Como o sistema converte

Agora, a grande questdao: quando vocé digita um
nimero em um programa ou em uma tela, o com-
putador precisa registrar este nimero na meméria,
usando um dos formatos aqui estudados. Vamos
estudar o processo de conversdo decimal — float
e para campos de 16 bits. Vale a referéncia de este
tamanho de campo nao é mais usado, e s6 estd aqui
pela facilidade e simplicidade dos célculos envolvi-
dos. Vamos por etapas:

1. Dado um ndmero real, por exemplo 183.27,
a primeira coisa a fazer é converter este ni-
mero em bindrio. Fica:

187.27(10) — 10111011.01000101002)

2. Agora, o ponto decimal deve ser levado a
esquerda, até o primeiro 1 do ntimero. A
cada casa, o expoente deve ser incremen-
tado. Acompanhe:

10111011.0100010100 x 2°
1011101.10100010100 x 2*
101110.110100010100 x 22
10111.0110100010100 x 23
1011.10110100010100 x 24
101.110110100010100 x 2°
10.1110110100010100 x 2
1.01110110100010100 x 27
.101110110100010100 x 2%
Note que as 7 linhas acima representam o
mesmo ndmero.

3. Como o ntmero é positivo, seu sinal é 0.

4. A poténcia do nimero é 8 que deve ser so-
mado com 15, totalizando 23. Agora, é
hora de converter o expoente em binério:
23(10) — 10111(2)

5. Finalmente, e hora de pegar 10 bits da man-
tissa, lembrando que o primeiro 1 (aquele
que fica depois do ponto) é omitido. A man-
tissa fica: 0111011010

6. o numero binario em formato binaryl6 é
0110111]10111011010

7. Se vocé converter este nimero para deci-
mal, vai encontrar 187.25, o que demonstra
a baixa precisdo deste formato (e explica
porque ele nao é usado).

I¥" Para vocé fazer

Interprete os 2 numeros bindrios a seguir como

binaryl6 inteiros e negativos e ache os valores de-

cimais
le?2.
1111111001000111
1111010101100110

e agora interprete os 4 ndmeros a seguir como

binaryl6 flutuantes e ache os decimais equivalen-

tes com 5 casas decimais

3,4,5e6.

oOrroO
oo or
=P O R
Ll =)
= O O
RO R
O = B
R =JX=N
O O O
O O
= O O o
O = K o
= O R R
O R R
o O O O
= O O O

Finalmente, converta os valores abaixo que es-
tao em decimal para o formato binaryl6
7e8.

135
-43.16
Responda aqui
1. 2.
111177 1117/
/1117 1117/
/1111 /111]
3 4. 5 6.
7
8
403-76551 - /
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Representagdo de niimeros em ma-
quinas

Qualquer méaquina digital (computadores, celula-
res, fornos de microondas, impressoras, I-pads, au-
toméveis, avides, maquinas fotograficas, geladei-
ras, televisores, maquinas de dinheiro,...) precisa
manusear e armazenar nimeros. Embora 14 nos
primoérdios do século XX tenha havido a tentacado
de representar nimeros por medidas analégicas, ra-
pidamente a qualidade da representacgdo digital se
impos.

Todas essas maquinas usam ldgica binéria e
portanto usam bits (0 ou 1) internamente. Agra-
degamos a George Boole e a Claude Shannon por
isso. Em geral, para guardar um numero, todas
trabalham com quantidades fixas de bits, o que ao
fim e ao cabo implica em uma quantidade finita de
ntmeros representaveis. Ou seja, na matematica
computacional estamos presos & matematica finita
de Karl Gauss e aos grupos de Evariste Galois.

Todos os demais ntimeros sdo obtidos por pro-
ximidade a algum ndmero desses que é representé-
vel, gerando aqui um erro de representagdo. Por
exemplo, 2, seu quadrado e o niimero 4 podem ser
representados em um computador usando Python.
J4, a raiz quadrada de 5 ndo pode (e quando obtida
é forcosamente arredondada) dai:

>>> 2%x2 ==

True

>>> ((5%%0.5)*%2) ==

False

>>> dif=(((5%*0.5)**2)-5)
>>> print(f'{dif:.24£}"')
0.000000000000000888178420

Inteiros

Os inteiros podem ser corretamente representados,
limitados ao tamanho do registro assim enten-
dido como a unidade de bits que sdo alocados
ao armazenamento de um nimero. Supondo n
bits, pode-se guardar até o ntmero 2" — 1. Por
exemplo, se n = 4 pode-se guardar até o 15. Nao
acredite em mim, faga as representacgdes para se
convencer. Se n = 8, guarda-se até o 255. Se
n = 16 o limite agora é 65535, e assim por diante.
Note-se que esta representagdo é para inteiros sem
sinal (ou positivos). Se, se necessitar guardar
ntimeros negativos também, perde-se um bit (o
mais & esquerda) para o sinal e portanto o maior
ndmero passa a ser 2" ! — 1 e o menor, que l4
no caso sem sinal era o zero, agora é —2"7 1,
Por exemplo, se n = 8 o intervalo de represen-
tagdo é —127..0..127. Convenciona-se usar o bit
0 para positivo e o bit 1 para negativo e daqui:

11111111 = —(2% 4+ ...+ 21 +29) = —127
10000001 = -1

10000000 = -0 (?)

00000000 = 0

01111111 = 26425 4 ... 420 =127

As memorias tém crescido muito nos tltimos anos,
e os tamanhos agora sio bem generosos. Por
exemplo, em C++, inteiros podem ser de 8 ou
16 bits (j4 visto antes) mas também de 32 bits
(limite de 4.294.967.296) ou de 64 bits (limite de
18.446.744.073.709.551.616) ou a metade disso se
houver sinal. A menos de algum detalhe obscuro,
todas as plataformas de computadores comparti-
lham estes valores.

Inteiros negativos

Os negativos inteiros sao representados como com-
plemento para 2. Esta operagdo naturalmente le-
vard o primeiro bit a ser 1 (positivos tém primeira
posig@o igual a zero). Mas a representagao do ni-
mero é um pouco diferente do que seria esperado.
A regra é simples: Troque zeros por uns e vice-
versa. Some 1. Pronto. Eis um exemplo: Suponha
o nimero (1011)2 como expressdo de um negativo
(1° bit=1). Trocando uns-zeros fica (0100). So-
mando 1 fica (0101) que corresponde a 5. Como o

primeiro bit era 1, entdo —5. Acompanhe na ta-
bela de 4 bits:

Binario Hexad Decimal Compl. 2
0000 0 0 0
0001 1 1 1
0010 2 2 2
0011 3 3 3
0100 4 4 4
0101 5 5 5
0110 6 6 6
0111 7 7 7
1000 8 8 -8
1001 9 9 -7
1010 A 10 -6
1011 B 11 -5
1100 C 12 -4
1101 D 13 -3
1110 E 14 -2
1111 F 15 -1

Reais ou flutuantes

A dificuldade inicial é como representar o inter-
valo —o00..00 em um ndmero limitado e fixo de bits.
Agora os bits disponiveis terdo que ser distribuidos
em diversos componentes do niimero a representar,
a saber

tdids...dy x pEeLE2em

Considerando que a base 8 é fixa na arquitetura,
ela nao precisa ser guardada a cada nimero. Res-
tam os digitos did2d, junto com o seu sinal, além
dos digitos ejes...e,, também com o seu sinal. O
conjunto dids...d, é conhecido como mantissa do
numero e estd normalizado entre 0 e 1. Em outras
palavras, o nimero 127.345 seria representado por
0.127345 x 10°.

Padrao 16 bits original Esta representa-

cao classica nem é mais usada, mas vai-se comegar

com ela por razdes didaticas. Eis como funcionava

um sistema em ponto flutuante, com base binéria

(B = 2), com t = 10 digitos bindrios na mantissa

e expoentes limitados entre I = —15 e S = +15,

lembrando que (15)19 = (1111)3 e portanto o re-

gistro é

[salldr[daldsldaldsldeld-ldsldold 1ol saf e [ealese4]

s1 sinal do numero (da mantissa). 0 — positivo e
1 — negativo

di..d1p mantissa com 10 digitos bindrios significa-
tivos

so sinal do expoente: 0 - + e 1 —

e1..eq4 expoente

Nessa representacdo os nimeros sdo armazenados

no formato normalizado (entre 0 e 1) logo, dy # 0

e portanto o niimero é

v = (=1)F(0.0)p 257

Nesse esquema, o menor valor representavel é
0.1000000000.11111 e este valor é 4(0.1)2 x 27° =
(271 x271%)10 = (271%) 10 = 0.0000152587890625.

Ja o major valor ¢0.1111111111.01111 Que vem
a ser (32736)10 ~ 21°.

Finalmente o zero é 0.0000000000.11111. Lem-
brando que este é o inico ndmero ndo normalizado,
pois sua mantissa é toda zero. Todo niimero me-
nor que o menor valor representavel acarreta un-
derflow enquanto todo niimero maior que o maior
representavel acarreta overflow.

Otimizagoes - padrao IEEE754

Algumas caracteristicas do exposto foram alteradas
para ampliar a faixa de representacao e organizar a
representacdo. Primeiro, a mantissa e o expoente
tém seus locais invertidos.

Polarizagéo A idéia é inventar um valor fixo
e soma-lo a todos os expoentes, transformando um
nimero de 4 bits mais sinal em um nimero de 5
bits. Neste caso (16 bits) o valor de polarizagao
é 15 e agora passa-se de —15..15 a 0..31. Isto é
possivel porque usando o sinal, tinham-se duas re-
presentacdes para o zero (40 e — 0) e isto é desne-
cessdrio. Agora o nimero é visto como

v = (=1)7(0.f)2 2271

Desprezo de d1 Nao se armazena o di que
como se viu vale sempre 1. Agora a mantissa re-
presentada passa a ter os digitos daz, ds, ...d¢y1 € a
posigdo normalizada do ponto passa a ser a direita
de d1 =1 ou seja

v=(~1)°(1.f)z 2271

flexibilizagdo da normalizagdo na
mantissa o explicado acima tenderia a levan-
tar o valor da menor representagdo possivel. Para
evitar isso, quando e = 00000 (apés a subtracdo de
15) a normalizacdo do di = 1 é eliminada. Agora
o menor valor possivel é 0.00000.0000000001 que é
igual a 0.0009765625. O padrao ficou assim:
[s [e(5d) T f(1od) |
[1 [2.6 7..16 |

O nimero aqui armazenado obedece a algumas
regras:
se 0 < e < 31 entdo v = (—1)% 2°71° (1.f),
see=0e f#0entdo v =(—1)° 2714(0.f)
se e =0 e f = 0 entdo este nimero é zero
se e = 31 = 2° — 1 entdo v pertence A regido de
overflow.

Outros formatos

Esta especificagdo foi levada a outros formatos, a
saber

B C D
formato exp exrpio mant
binary16 5 dig 31 10d
binary32 8 dig 255 23 d
binary64 11 dig 2047 52 d
binary128 15 dig 32767 112 d

Exemplo

Ache os valores negativos (por complemento a 2)
das varidveis

o
o
=)
o =
o
o o
o
o
= O
o
o
= O
o o
o
o o
O =

Sédo eles: -9371 e -5388

Agora, ache os flutuantes, com 7 casas deci-
mais, de

1100110001000010
0110000111001010
0110100001011001
1010111110001010

As respostas sdo -8.515625, 370.5, 1113.0000000 e
-0.0588989257

Vamos ver etapa a etapa, como os resultados
acima foram encontrados: Comegando com o in-
teiro1101101101100101 (caso 1, acima).
Como o primeiro bit é 1, o niimero é negativo e pre-
cisamos inverté-lo. Fica001001001001101
0 e agora, soma-se 1 efica00100100100110
1 1. A conversao deste niimero para base decimal
é 142+8+16+128+41024+8192=9371. Portanto a
resposta e -9371.

Tente achar por sua conta o segundo exemplo.

Quanto ao terceiro caso, o flutuante 11001 1
0001000010, devemos estudar a distribuigao
de bits. Vamos 14

1110011
s eeeece

| 0001000010
mMmMmMmmmmmmm

O sinal do niimero é obtido fazendo —1° e neste
caso o nimero serd negativo.

O expoente é -15+19=4, portanto ao final ter-
se-4 que multiplicar a mantissa por 24 =16

Finalmente a mantissa, é o nimero 0 0 0 1 0
00010, que deve ter um 1 colocado a frente
dando o binéario de 11 bits 1 0 0 0 1 0 0 0 O
1 0. Convertendo este ntimero a decimal tem-se
2+46441024=1090, que deve ser dividido por 2! =
2048 dando 1090/2048 = 0.5322265625 que multi-
pilcado por 16 da 0.5322265625 X 16 = 8.515625 ou
-8.515625.

Vamos ao quartocaso: 011000011100
10100ou0]111000]101110010100
ntmero € positivo, e seu expoente é -15424=9. A
mantissa é 1,01 11001010 = 1482. Ao final,
o niimero é +2° x (1482/2048) = 370.5.

Tente resolver agora o quinto e o sexto casos.



Como o sistema converte

Agora, a grande questdao: quando vocé digita um
nimero em um programa ou em uma tela, o com-
putador precisa registrar este nimero na meméria,
usando um dos formatos aqui estudados. Vamos
estudar o processo de conversdo decimal — float
e para campos de 16 bits. Vale a referéncia de este
tamanho de campo nao é mais usado, e s6 estd aqui
pela facilidade e simplicidade dos célculos envolvi-
dos. Vamos por etapas:

1. Dado um ndmero real, por exemplo 183.27,
a primeira coisa a fazer é converter este ni-
mero em bindrio. Fica:

187.27(10) — 10111011.01000101002)

2. Agora, o ponto decimal deve ser levado a
esquerda, até o primeiro 1 do ntimero. A
cada casa, o expoente deve ser incremen-
tado. Acompanhe:

10111011.0100010100 x 2°
1011101.10100010100 x 2*
101110.110100010100 x 22
10111.0110100010100 x 23
1011.10110100010100 x 24
101.110110100010100 x 2°
10.1110110100010100 x 2
1.01110110100010100 x 27
.101110110100010100 x 2%
Note que as 7 linhas acima representam o
mesmo ndmero.

3. Como o ntmero é positivo, seu sinal é 0.

4. A poténcia do nimero é 8 que deve ser so-
mado com 15, totalizando 23. Agora, é
hora de converter o expoente em binério:
23(10) — 10111(2)

5. Finalmente, e hora de pegar 10 bits da man-
tissa, lembrando que o primeiro 1 (aquele
que fica depois do ponto) é omitido. A man-
tissa fica: 0111011010

6. o numero binario em formato binaryl6 é
0110111]10111011010

7. Se vocé converter este nimero para deci-
mal, vai encontrar 187.25, o que demonstra
a baixa precisdo deste formato (e explica
porque ele nao é usado).

I¥" Para vocé fazer

Interprete os 2 numeros bindrios a seguir como
binaryl6 inteiros e negativos e ache os valores de-

cimais

le?2.
1111000110110110
1101110001000111

e agora interprete os 4 ndmeros a seguir como
binaryl6 flutuantes e ache os decimais equivalen-

tes com 5 casas decimais

3,4,5e6.
0011010100110100
0100000010100010
0001111111100100
1101001110100100

Finalmente, converta os valores abaixo que es-
tao em decimal para o formato binaryl6
7e8.

103
-42.94
Responda aqui
1. 2.
111177 1117/
/1117 1117/
/1111 /111]
3 4. 5 6.
7
8

403-76568 - /
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(1° bit=1). Trocando uns-zeros fica (0100). So-
mando 1 fica (0101) que corresponde a 5. Como o
primeiro bit era 1, entdo —5. Acompanhe na ta-
bela de 4 bits:

Representacao de nimeros em ma-
quinas

Qualquer maquina digital (computadores, celula-
res, fornos de microondas, impressoras, I-pads, au-
tomoveis, avides, maquinas fotograficas, geladei-
ras, televisores, maquinas de dinheiro,...) precisa
manusear € armazenar nimeros.
primérdios do século XX tenha havido a tentagao
de representar nimeros por medidas analégicas, ra-
pidamente a qualidade da representagdo digital se
impos.

Todas essas maquinas usam légica bindria e
portanto usam bits (0 ou 1) internamente. Agra-
decamos a George Boole e a Claude Shannon por
isso. Em geral, para guardar um numero, todas
trabalham com quantidades fixas de bits, o que ao
fim e ao cabo implica em uma quantidade finita de
nimeros representaveis. Ou seja, na matematica
computacional estamos presos & matematica finita
de Karl Gauss e aos grupos de Evariste Galois.

Todos os demais niimeros sao obtidos por pro-
ximidade a algum ndmero desses que é representa-
vel, gerando aqui um erro de representagdo. Por
exemplo, 2, seu quadrado e o nimero 4 podem ser
representados em um computador usando Python.
J4, a raiz quadrada de 5 ndo pode (e quando obtida
é forcosamente arredondada) daf:

>>> 2%k ==
True

>>> ((5*%0.5)**2) ==

False

>>> dif=(((5%*0.5)*%2)-5)
>>> print (f'{dif:.24f}"')
0.000000000000000888178420

Inteiros

Os inteiros podem ser corretamente representados,
limitados ao tamanho do registro assim enten-
dido como a unidade de bits que sdo alocados
ao armazenamento de um nimero. Supondo n
bits, pode-se guardar até o ntimero 2" — 1. Por
exemplo, se n = 4 pode-se guardar até o 15. Néao
acredite em mim, faga as representagdes para se
convencer. Se n = 8, guarda-se até o 255. Se
n = 16 o limite agora é 65535, e assim por diante.
Note-se que esta representagdo é para inteiros sem
sinal (ou positivos). Se, se necessitar guardar
ndmeros negativos também, perde-se um bit (o
mais & esquerda) para o sinal e portanto o maior
nimero passa a ser 2"”! — 1 ¢ o menor, que 14
no caso sem sinal era o zero, agora é —2" 71
Por exemplo, se n = 8 o intervalo de represen-
tacdo é —127..0..127. Convenciona-se usar o bit
0 para positivo e o bit 1 para negativo e daqui:

11111111 = —(25 4+ ...+ 28 +29) = —127
10000001 = -1

10000000 = -0 (?)

00000000 = 0

01111111 = 26 42% 4 . 420 =127

As memorias tém crescido muito nos tltimos anos,
e os tamanhos agora sdo bem generosos. Por
exemplo, em C++4, inteiros podem ser de 8 ou
16 bits (j4 visto antes) mas também de 32 bits
(limite de 4.294.967.296) ou de 64 bits (limite de
18.446.744.073.709.551.616) ou a metade disso se
houver sinal. A menos de algum detalhe obscuro,
todas as plataformas de computadores comparti-
lham estes valores.

Inteiros negativos

Os negativos inteiros sdo representados como com-
plemento para 2. Esta operagdo naturalmente le-
vard o primeiro bit a ser 1 (positivos tém primeira
posigdo igual a zero). Mas a representagdo do ni-
mero é um pouco diferente do que seria esperado.
A regra é simples: Troque zeros por uns e vice-
versa. Some 1. Pronto. Eis um exemplo: Suponha
o numero (1011)2 como expressdo de um negativo

Desprezo de d1 Nao se armazena o di que
como se viu vale sempre 1. Agora a mantissa re-
presentada passa a ter os digitos daz,ds3,...dt+1 € a
posicdo normalizada do ponto passa a ser a direita

Reais ou flutuantes

A dificuldade inicial é como representar o inter-
valo —co..00 em um nimero limitado e fixo de bits.
Agora os bits disponiveis terdo que ser distribuidos
em diversos componentes do niimero a representar,
a saber

+dids...d, x grerez - em

Considerando que a base 3 é fixa na arquitetura,
ela nao precisa ser guardada a cada nimero. Res-
tam os digitos did2d, junto com o seu sinal, além
dos digitos ejes...ey, também com o seu sinal. O
conjunto dids...d,, é conhecido como mantissa do
numero e estd normalizado entre 0 e 1. Em outras
palavras, o nimero 127.345 seria representado por
0.127345 x 10°.

Padrao 16 bits original Esta representa-
cao classica nem é mais usada, mas vai-se comegar
com ela por razoes didaticas. Eis como funcionava
um sistema em ponto flutuante, com base binéria
(B = 2), com t = 10 digitos binadrios na mantissa

e expoentes limitados entre I = —15 e S = +15,
lembrando que (15)19 = (1111)2 e portanto o re-
gistro é

[sa]ld1}daldsldaldsldeld7]ds dold o] sfelexlesfed]

s1 sinal do ntimero (da mantissa). 0 — positivo e
1 — negativo

dy..d1p mantissa com 10 digitos bindrios significa-
tivos

so sinal do expoente: 0 - + e 1 — —

e1..eq4 expoente

Nessa representagdo os nimeros sdo armazenados

no formato normalizado (entre 0 e 1) logo, di # 0

e portanto o niimero é

v = (—1)i51(0~f)2 Qiemp

Nesse esquema, o menor valor representavel é
0.1000000000.11111 e este valor é 4(0.1)2 x 271° =
(271 x2718) 10 = (2719) 15 = 0.0000152587890625.

J& o maior valor € 0.1111111111.01111 Que vem
a ser (32736)10 ~ 2'°.

Finalmente o zero é 0.0000000000.11111. Lem-
brando que este é o inico ndmero nao normalizado,
pois sua mantissa é toda zero. Todo niimero me-
nor que o menor valor representavel acarreta un-
derflow enquanto todo niimero maior que o maior
representavel acarreta overflow.

Otimizacgoes - padrao IEEE754

Algumas caracteristicas do exposto foram alteradas
para ampliar a faixa de representacado e organizar a
representacdo. Primeiro, a mantissa e o expoente
tém seus locais invertidos.

Polarizagéo A idéia é inventar um valor fixo
e somé-lo a todos os expoentes, transformando um
nimero de 4 bits mais sinal em um nimero de 5
bits. Neste caso (16 bits) o valor de polarizagdo
é 15 e agora passa-se de —15..15 a 0..31. Isto é
possivel porque usando o sinal, tinham-se duas re-
presentacdes para o zero (40 e — 0) e isto é desne-
cessirio. Agora o nimero é visto como

v=(=1)%(0.f)2 2°7*°

Binario Hexad Decimal Compl. 2 de di =1 ou seja
0000 0 0 0
1 1 1 1 _15

88?0 2 2 p) v= (=)7L 277

0011 3 3 3

0100 1 1 1 flexibilizagdo da normalizacdo na

0101 5 5 5 mantissa O explicado acima tenderia a levan-

0110 6 6 6 tar o valor da menor representagdo possivel. Para

0111 7 7 7 evitar isso, quando e = 00000 (apés a subtracdo de

1000 8 8 -8 15) a normalizacdo do di = 1 é eliminada. Agora

1001 9 9 -7 o menor valor possivel é 0.00000.0000000001 que é
Ermbera 14 nos 1010 A 10 -6 igual a 0.0009765625. O padrao ficou assim:

1011 B 11 -5 [s [e(5d) [ f@od) |

1100 C 12 -4 [T ]2.6 | 7.16 |

1101 D 13 -3 O ntimero aqui armazenado obedece a algumas

1110 E 14 -2 regras:

1111 F 15 -1 se 0 < e < 31 entdo v = (—1)° 2°71% (1.f),

see=0e f#0entdov=(—1)° 271(0.f)

se e =0 e f = 0 entdo este ntumero é zero

se e = 31 = 2° — 1 entdo v pertence & regido de
overflow.

Outros formatos

Esta especificagdo foi levada a outros formatos, a
saber

B C D
formato exp erpio mant
binary16 5 dig 31 10 d
binary32 8 dig 255 23 d
binary64 11 dig | 2047 52 d
binary128 15 dig | 32767 112 d

Exemplo

Ache os valores negativos (por complemento a 2)
das variaveis

o
o
= O
o =
o
o o
e
o
= O
o
o
= o
o o
e
o o
o =

Sédo eles: -9371 e -5388
Agora, ache os flutuantes, com 7 casas deci-
mais, de

1100110001000010
0110000111001010
0110100001011001
1010111110001010

As respostas sao -8.515625, 370.5, 1113.0000000 e
-0.0588989257

Vamos ver etapa a etapa, como os resultados
acima foram encontrados: Comegando com o in-
teiro1101101101100101 (caso 1, acima).
Como o primeiro bit é 1, o niimero é negativo e pre-
cisamos inverté-lo. Fica001001001001101
0 e agora, soma-se 1 e fica00100100100110
1 1. A conversao deste niimero para base decimal
é 142+8+16+128+41024+8192=9371. Portanto a
resposta e -9371.

Tente achar por sua conta o segundo exemplo.

Quanto ao terceiro caso, o flutuante 1 1001 1
0001000010, devemos estudar a distribuicado
de bits. Vamos 14

1110011
s eeeee

| 0001000010
mmmmmMmmNmmnm

O sinal do nimero é obtido fazendo —1° e neste
caso o0 numero serd negativo.

O expoente é -15+19=4, portanto ao final ter-
se-4 que multiplicar a mantissa por 2% = 16

Finalmente a mantissa, é o nimero 0 0 0 1 0
00010, que deve ter um 1 colocado a frente
dando o binéario de 11 bits 1 0 0 0 1 0 0 0 O
1 0. Convertendo este ntimero a decimal tem-se
2+464+1024=1090, que deve ser dividido por 2'* =
2048 dando 1090/2048 = 0.5322265625 que multi-
pilcado por 16 da 0.5322265625 X 16 = 8.515625 ou
-8.515625.

Vamos ao quartocaso: 011000011100
10100u0|111000]01110010100
numero é positivo, e seu expoente é -15+24=9. A
mantissa ¢ 1,01 11001010 = 1482. Ao final,
o niimero é 4+2° x (1482/2048) = 370.5.

Tente resolver agora o quinto e o sexto casos.



Como o sistema converte

Agora, a grande questdao: quando vocé digita um
nimero em um programa ou em uma tela, o com-
putador precisa registrar este nimero na meméria,
usando um dos formatos aqui estudados. Vamos
estudar o processo de conversdo decimal — float
e para campos de 16 bits. Vale a referéncia de este
tamanho de campo nao é mais usado, e s6 estd aqui
pela facilidade e simplicidade dos célculos envolvi-
dos. Vamos por etapas:

1. Dado um ndmero real, por exemplo 183.27,
a primeira coisa a fazer é converter este ni-
mero em bindrio. Fica:

187.27(10) — 10111011.01000101002)

2. Agora, o ponto decimal deve ser levado a
esquerda, até o primeiro 1 do ntimero. A
cada casa, o expoente deve ser incremen-
tado. Acompanhe:

10111011.0100010100 x 2°
1011101.10100010100 x 2*
101110.110100010100 x 22
10111.0110100010100 x 23
1011.10110100010100 x 24
101.110110100010100 x 2°
10.1110110100010100 x 2
1.01110110100010100 x 27
.101110110100010100 x 2%
Note que as 7 linhas acima representam o
mesmo ndmero.

3. Como o ntmero é positivo, seu sinal é 0.

4. A poténcia do nimero é 8 que deve ser so-
mado com 15, totalizando 23. Agora, é
hora de converter o expoente em binério:
23(10) — 10111(2)

5. Finalmente, e hora de pegar 10 bits da man-
tissa, lembrando que o primeiro 1 (aquele
que fica depois do ponto) é omitido. A man-
tissa fica: 0111011010

6. o numero binario em formato binaryl6 é
0110111]10111011010

7. Se vocé converter este nimero para deci-
mal, vai encontrar 187.25, o que demonstra
a baixa precisdo deste formato (e explica
porque ele nao é usado).

I¥" Para vocé fazer

Interprete os 2 numeros bindrios a seguir como
binaryl6 inteiros e negativos e ache os valores de-
cimais
le?2.
1110010111101000
1111111000100010
e agora interprete os 4 ndmeros a seguir como
binaryl6 flutuantes e ache os decimais equivalen-

tes com 5 casas decimais

3,4, 5 ¢ 6.
0001101001000111
00100100011 00110
0011101010011100
0011001100000001

Finalmente, converta os valores abaixo que es-
tao em decimal para o formato binaryl6
7e8.

136
-40.76
Responda aqui
1. 2.
111177 1117/
/1117 1117/
/1111 /111]
3 4. 5 6.
7
8

403-76575 - /
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Representagdo de niimeros em ma-
quinas

Qualquer méaquina digital (computadores, celula-
res, fornos de microondas, impressoras, I-pads, au-
toméveis, avides, maquinas fotograficas, geladei-
ras, televisores, maquinas de dinheiro,...) precisa
manusear e armazenar nimeros. Embora 14 nos
primoérdios do século XX tenha havido a tentacado
de representar nimeros por medidas analégicas, ra-
pidamente a qualidade da representacgdo digital se
impos.

Todas essas maquinas usam ldgica binéria e
portanto usam bits (0 ou 1) internamente. Agra-
degamos a George Boole e a Claude Shannon por
isso. Em geral, para guardar um numero, todas
trabalham com quantidades fixas de bits, o que ao
fim e ao cabo implica em uma quantidade finita de
ntmeros representaveis. Ou seja, na matematica
computacional estamos presos & matematica finita
de Karl Gauss e aos grupos de Evariste Galois.

Todos os demais ntimeros sdo obtidos por pro-
ximidade a algum ndmero desses que é representé-
vel, gerando aqui um erro de representagdo. Por
exemplo, 2, seu quadrado e o niimero 4 podem ser
representados em um computador usando Python.
J4, a raiz quadrada de 5 ndo pode (e quando obtida
é forcosamente arredondada) dai:

>>> 2%x2 ==

True

>>> ((5%%0.5)*%2) ==

False

>>> dif=(((5%*0.5)**2)-5)
>>> print(f'{dif:.24£}"')
0.000000000000000888178420

Inteiros

Os inteiros podem ser corretamente representados,
limitados ao tamanho do registro assim enten-
dido como a unidade de bits que sdo alocados
ao armazenamento de um nimero. Supondo n
bits, pode-se guardar até o ntmero 2" — 1. Por
exemplo, se n = 4 pode-se guardar até o 15. Nao
acredite em mim, faga as representacgdes para se
convencer. Se n = 8, guarda-se até o 255. Se
n = 16 o limite agora é 65535, e assim por diante.
Note-se que esta representagdo é para inteiros sem
sinal (ou positivos). Se, se necessitar guardar
ntimeros negativos também, perde-se um bit (o
mais & esquerda) para o sinal e portanto o maior
ndmero passa a ser 2" ! — 1 e o menor, que l4
no caso sem sinal era o zero, agora é —2"7 1,
Por exemplo, se n = 8 o intervalo de represen-
tagdo é —127..0..127. Convenciona-se usar o bit
0 para positivo e o bit 1 para negativo e daqui:

11111111 = —(2% 4+ ...+ 21 +29) = —127
10000001 = -1

10000000 = -0 (?)

00000000 = 0

01111111 = 26425 4 ... 420 =127

As memorias tém crescido muito nos tltimos anos,
e os tamanhos agora sio bem generosos. Por
exemplo, em C++, inteiros podem ser de 8 ou
16 bits (j4 visto antes) mas também de 32 bits
(limite de 4.294.967.296) ou de 64 bits (limite de
18.446.744.073.709.551.616) ou a metade disso se
houver sinal. A menos de algum detalhe obscuro,
todas as plataformas de computadores comparti-
lham estes valores.

Inteiros negativos

Os negativos inteiros sao representados como com-
plemento para 2. Esta operagdo naturalmente le-
vard o primeiro bit a ser 1 (positivos tém primeira
posig@o igual a zero). Mas a representagao do ni-
mero é um pouco diferente do que seria esperado.
A regra é simples: Troque zeros por uns e vice-
versa. Some 1. Pronto. Eis um exemplo: Suponha
o nimero (1011)2 como expressdo de um negativo
(1° bit=1). Trocando uns-zeros fica (0100). So-
mando 1 fica (0101) que corresponde a 5. Como o

primeiro bit era 1, entdo —5. Acompanhe na ta-
bela de 4 bits:

Binario Hexad Decimal Compl. 2
0000 0 0 0
0001 1 1 1
0010 2 2 2
0011 3 3 3
0100 4 4 4
0101 5 5 5
0110 6 6 6
0111 7 7 7
1000 8 8 -8
1001 9 9 -7
1010 A 10 -6
1011 B 11 -5
1100 C 12 -4
1101 D 13 -3
1110 E 14 -2
1111 F 15 -1

Reais ou flutuantes

A dificuldade inicial é como representar o inter-
valo —o00..00 em um ndmero limitado e fixo de bits.
Agora os bits disponiveis terdo que ser distribuidos
em diversos componentes do niimero a representar,
a saber

tdids...dy x pEeLE2em

Considerando que a base 8 é fixa na arquitetura,
ela nao precisa ser guardada a cada nimero. Res-
tam os digitos did2d, junto com o seu sinal, além
dos digitos ejes...e,, também com o seu sinal. O
conjunto dids...d, é conhecido como mantissa do
numero e estd normalizado entre 0 e 1. Em outras
palavras, o nimero 127.345 seria representado por
0.127345 x 10°.

Padrao 16 bits original Esta representa-

cao classica nem é mais usada, mas vai-se comegar

com ela por razdes didaticas. Eis como funcionava

um sistema em ponto flutuante, com base binéria

(B = 2), com t = 10 digitos bindrios na mantissa

e expoentes limitados entre I = —15 e S = +15,

lembrando que (15)19 = (1111)3 e portanto o re-

gistro é

[salldr[daldsldaldsldeld-ldsldold 1ol saf e [ealese4]

s1 sinal do numero (da mantissa). 0 — positivo e
1 — negativo

di..d1p mantissa com 10 digitos bindrios significa-
tivos

so sinal do expoente: 0 - + e 1 —

e1..eq4 expoente

Nessa representacdo os nimeros sdo armazenados

no formato normalizado (entre 0 e 1) logo, dy # 0

e portanto o niimero é

v = (=1)F(0.0)p 257

Nesse esquema, o menor valor representavel é
0.1000000000.11111 e este valor é 4(0.1)2 x 27° =
(271 x271%)10 = (271%) 10 = 0.0000152587890625.

Ja o major valor ¢0.1111111111.01111 Que vem
a ser (32736)10 ~ 21°.

Finalmente o zero é 0.0000000000.11111. Lem-
brando que este é o inico ndmero ndo normalizado,
pois sua mantissa é toda zero. Todo niimero me-
nor que o menor valor representavel acarreta un-
derflow enquanto todo niimero maior que o maior
representavel acarreta overflow.

Otimizagoes - padrao IEEE754

Algumas caracteristicas do exposto foram alteradas
para ampliar a faixa de representacao e organizar a
representacdo. Primeiro, a mantissa e o expoente
tém seus locais invertidos.

Polarizagéo A idéia é inventar um valor fixo
e soma-lo a todos os expoentes, transformando um
nimero de 4 bits mais sinal em um nimero de 5
bits. Neste caso (16 bits) o valor de polarizagao
é 15 e agora passa-se de —15..15 a 0..31. Isto é
possivel porque usando o sinal, tinham-se duas re-
presentacdes para o zero (40 e — 0) e isto é desne-
cessdrio. Agora o nimero é visto como

v = (=1)7(0.f)2 2271

Desprezo de d1 Nao se armazena o di que
como se viu vale sempre 1. Agora a mantissa re-
presentada passa a ter os digitos daz, ds, ...d¢y1 € a
posigdo normalizada do ponto passa a ser a direita
de d1 =1 ou seja

v=(~1)°(1.f)z 2271

flexibilizagdo da normalizagdo na
mantissa o explicado acima tenderia a levan-
tar o valor da menor representagdo possivel. Para
evitar isso, quando e = 00000 (apés a subtracdo de
15) a normalizacdo do di = 1 é eliminada. Agora
o menor valor possivel é 0.00000.0000000001 que é
igual a 0.0009765625. O padrao ficou assim:
[s [e(5d) T f(1od) |
[1 [2.6 7..16 |

O nimero aqui armazenado obedece a algumas
regras:
se 0 < e < 31 entdo v = (—1)% 2°71° (1.f),
see=0e f#0entdo v =(—1)° 2714(0.f)
se e =0 e f = 0 entdo este nimero é zero
se e = 31 = 2° — 1 entdo v pertence A regido de
overflow.

Outros formatos

Esta especificagdo foi levada a outros formatos, a
saber

B C D
formato exp exrpio mant
binary16 5 dig 31 10d
binary32 8 dig 255 23 d
binary64 11 dig 2047 52 d
binary128 15 dig 32767 112 d

Exemplo

Ache os valores negativos (por complemento a 2)
das varidveis

o
o
=)
o =
o
o o
o
o
= O
o
o
= O
o o
o
o o
O =

Sédo eles: -9371 e -5388

Agora, ache os flutuantes, com 7 casas deci-
mais, de

1100110001000010
0110000111001010
0110100001011001
1010111110001010

As respostas sdo -8.515625, 370.5, 1113.0000000 e
-0.0588989257

Vamos ver etapa a etapa, como os resultados
acima foram encontrados: Comegando com o in-
teiro1101101101100101 (caso 1, acima).
Como o primeiro bit é 1, o niimero é negativo e pre-
cisamos inverté-lo. Fica001001001001101
0 e agora, soma-se 1 efica00100100100110
1 1. A conversao deste niimero para base decimal
é 142+8+16+128+41024+8192=9371. Portanto a
resposta e -9371.

Tente achar por sua conta o segundo exemplo.

Quanto ao terceiro caso, o flutuante 11001 1
0001000010, devemos estudar a distribuigao
de bits. Vamos 14

1110011
s eeeece

| 0001000010
mMmMmMmmmmmmm

O sinal do niimero é obtido fazendo —1° e neste
caso o nimero serd negativo.

O expoente é -15+19=4, portanto ao final ter-
se-4 que multiplicar a mantissa por 24 =16

Finalmente a mantissa, é o nimero 0 0 0 1 0
00010, que deve ter um 1 colocado a frente
dando o binéario de 11 bits 1 0 0 0 1 0 0 0 O
1 0. Convertendo este ntimero a decimal tem-se
2+46441024=1090, que deve ser dividido por 2! =
2048 dando 1090/2048 = 0.5322265625 que multi-
pilcado por 16 da 0.5322265625 X 16 = 8.515625 ou
-8.515625.

Vamos ao quartocaso: 011000011100
10100ou0]111000]101110010100
ntmero € positivo, e seu expoente é -15424=9. A
mantissa é 1,01 11001010 = 1482. Ao final,
o niimero é +2° x (1482/2048) = 370.5.

Tente resolver agora o quinto e o sexto casos.



Como o sistema converte

Agora, a grande questdao: quando vocé digita um
nimero em um programa ou em uma tela, o com-
putador precisa registrar este nimero na meméria,
usando um dos formatos aqui estudados. Vamos
estudar o processo de conversdo decimal — float
e para campos de 16 bits. Vale a referéncia de este
tamanho de campo nao é mais usado, e s6 estd aqui
pela facilidade e simplicidade dos célculos envolvi-
dos. Vamos por etapas:

1. Dado um ndmero real, por exemplo 183.27,
a primeira coisa a fazer é converter este ni-
mero em bindrio. Fica:

187.27(10) — 10111011.01000101002)

2. Agora, o ponto decimal deve ser levado a
esquerda, até o primeiro 1 do ntimero. A
cada casa, o expoente deve ser incremen-
tado. Acompanhe:

10111011.0100010100 x 2°
1011101.10100010100 x 2*
101110.110100010100 x 22
10111.0110100010100 x 23
1011.10110100010100 x 24
101.110110100010100 x 2°
10.1110110100010100 x 2
1.01110110100010100 x 27
.101110110100010100 x 2%
Note que as 7 linhas acima representam o
mesmo ndmero.

3. Como o ntmero é positivo, seu sinal é 0.

4. A poténcia do nimero é 8 que deve ser so-
mado com 15, totalizando 23. Agora, é
hora de converter o expoente em binério:
23(10) — 10111(2)

5. Finalmente, e hora de pegar 10 bits da man-
tissa, lembrando que o primeiro 1 (aquele
que fica depois do ponto) é omitido. A man-
tissa fica: 0111011010

6. o numero binario em formato binaryl6 é
0110111]10111011010

7. Se vocé converter este nimero para deci-
mal, vai encontrar 187.25, o que demonstra
a baixa precisdo deste formato (e explica
porque ele nao é usado).

I¥" Para vocé fazer

Interprete os 2 numeros bindrios a seguir como

binaryl6 inteiros e negativos e ache os valores de-

cimais
le?2.
1110010001010000
1110111001001011

e agora interprete os 4 ndmeros a seguir como

binaryl6 flutuantes e ache os decimais equivalen-

tes com 5 casas decimais

3,4,5e6.

o O o
=P O R
[ele e Ne)
= = O O
= O O
O = O =
O r RO
= = O O
o = O O
O = O
= O o
= = O O
O R K
O O

Finalmente, converta os valores abaixo que es-
tao em decimal para o formato binaryl6
7e8.

100
-58.38
Responda aqui
1. 2.
111177 1117/
/1117 1117/
/1111 /111]
3 4. 5 6.
7
8

403-76694 - /
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Representagdo de niimeros em ma-
quinas

Qualquer méaquina digital (computadores, celula-
res, fornos de microondas, impressoras, I-pads, au-
toméveis, avides, maquinas fotograficas, geladei-
ras, televisores, maquinas de dinheiro,...) precisa
manusear e armazenar nimeros. Embora 14 nos
primoérdios do século XX tenha havido a tentacado
de representar nimeros por medidas analégicas, ra-
pidamente a qualidade da representacgdo digital se
impos.

Todas essas maquinas usam ldgica binéria e
portanto usam bits (0 ou 1) internamente. Agra-
degamos a George Boole e a Claude Shannon por
isso. Em geral, para guardar um numero, todas
trabalham com quantidades fixas de bits, o que ao
fim e ao cabo implica em uma quantidade finita de
ntmeros representaveis. Ou seja, na matematica
computacional estamos presos & matematica finita
de Karl Gauss e aos grupos de Evariste Galois.

Todos os demais ntimeros sdo obtidos por pro-
ximidade a algum ndmero desses que é representé-
vel, gerando aqui um erro de representagdo. Por
exemplo, 2, seu quadrado e o niimero 4 podem ser
representados em um computador usando Python.
J4, a raiz quadrada de 5 ndo pode (e quando obtida
é forcosamente arredondada) dai:

>>> 2%x2 ==

True

>>> ((5%%0.5)*%2) ==

False

>>> dif=(((5%*0.5)**2)-5)
>>> print(f'{dif:.24£}"')
0.000000000000000888178420

Inteiros

Os inteiros podem ser corretamente representados,
limitados ao tamanho do registro assim enten-
dido como a unidade de bits que sdo alocados
ao armazenamento de um nimero. Supondo n
bits, pode-se guardar até o ntmero 2" — 1. Por
exemplo, se n = 4 pode-se guardar até o 15. Nao
acredite em mim, faga as representacgdes para se
convencer. Se n = 8, guarda-se até o 255. Se
n = 16 o limite agora é 65535, e assim por diante.
Note-se que esta representagdo é para inteiros sem
sinal (ou positivos). Se, se necessitar guardar
ntimeros negativos também, perde-se um bit (o
mais & esquerda) para o sinal e portanto o maior
ndmero passa a ser 2" ! — 1 e o menor, que l4
no caso sem sinal era o zero, agora é —2"7 1,
Por exemplo, se n = 8 o intervalo de represen-
tagdo é —127..0..127. Convenciona-se usar o bit
0 para positivo e o bit 1 para negativo e daqui:

11111111 = —(2% 4+ ...+ 21 +29) = —127
10000001 = -1

10000000 = -0 (?)

00000000 = 0

01111111 = 26425 4 ... 420 =127

As memorias tém crescido muito nos tltimos anos,
e os tamanhos agora sio bem generosos. Por
exemplo, em C++, inteiros podem ser de 8 ou
16 bits (j4 visto antes) mas também de 32 bits
(limite de 4.294.967.296) ou de 64 bits (limite de
18.446.744.073.709.551.616) ou a metade disso se
houver sinal. A menos de algum detalhe obscuro,
todas as plataformas de computadores comparti-
lham estes valores.

Inteiros negativos

Os negativos inteiros sao representados como com-
plemento para 2. Esta operagdo naturalmente le-
vard o primeiro bit a ser 1 (positivos tém primeira
posig@o igual a zero). Mas a representagao do ni-
mero é um pouco diferente do que seria esperado.
A regra é simples: Troque zeros por uns e vice-
versa. Some 1. Pronto. Eis um exemplo: Suponha
o nimero (1011)2 como expressdo de um negativo
(1° bit=1). Trocando uns-zeros fica (0100). So-
mando 1 fica (0101) que corresponde a 5. Como o

primeiro bit era 1, entdo —5. Acompanhe na ta-
bela de 4 bits:

Binario Hexad Decimal Compl. 2
0000 0 0 0
0001 1 1 1
0010 2 2 2
0011 3 3 3
0100 4 4 4
0101 5 5 5
0110 6 6 6
0111 7 7 7
1000 8 8 -8
1001 9 9 -7
1010 A 10 -6
1011 B 11 -5
1100 C 12 -4
1101 D 13 -3
1110 E 14 -2
1111 F 15 -1

Reais ou flutuantes

A dificuldade inicial é como representar o inter-
valo —o00..00 em um ndmero limitado e fixo de bits.
Agora os bits disponiveis terdo que ser distribuidos
em diversos componentes do niimero a representar,
a saber

tdids...dy x pEeLE2em

Considerando que a base 8 é fixa na arquitetura,
ela nao precisa ser guardada a cada nimero. Res-
tam os digitos did2d, junto com o seu sinal, além
dos digitos ejes...e,, também com o seu sinal. O
conjunto dids...d, é conhecido como mantissa do
numero e estd normalizado entre 0 e 1. Em outras
palavras, o nimero 127.345 seria representado por
0.127345 x 10°.

Padrao 16 bits original Esta representa-

cao classica nem é mais usada, mas vai-se comegar

com ela por razdes didaticas. Eis como funcionava

um sistema em ponto flutuante, com base binéria

(B = 2), com t = 10 digitos bindrios na mantissa

e expoentes limitados entre I = —15 e S = +15,

lembrando que (15)19 = (1111)3 e portanto o re-

gistro é

[salldr[daldsldaldsldeld-ldsldold 1ol saf e [ealese4]

s1 sinal do numero (da mantissa). 0 — positivo e
1 — negativo

di..d1p mantissa com 10 digitos bindrios significa-
tivos

so sinal do expoente: 0 - + e 1 —

e1..eq4 expoente

Nessa representacdo os nimeros sdo armazenados

no formato normalizado (entre 0 e 1) logo, dy # 0

e portanto o niimero é

v = (=1)F(0.0)p 257

Nesse esquema, o menor valor representavel é
0.1000000000.11111 e este valor é 4(0.1)2 x 27° =
(271 x271%)10 = (271%) 10 = 0.0000152587890625.

Ja o major valor ¢0.1111111111.01111 Que vem
a ser (32736)10 ~ 21°.

Finalmente o zero é 0.0000000000.11111. Lem-
brando que este é o inico ndmero ndo normalizado,
pois sua mantissa é toda zero. Todo niimero me-
nor que o menor valor representavel acarreta un-
derflow enquanto todo niimero maior que o maior
representavel acarreta overflow.

Otimizagoes - padrao IEEE754

Algumas caracteristicas do exposto foram alteradas
para ampliar a faixa de representacao e organizar a
representacdo. Primeiro, a mantissa e o expoente
tém seus locais invertidos.

Polarizagéo A idéia é inventar um valor fixo
e soma-lo a todos os expoentes, transformando um
nimero de 4 bits mais sinal em um nimero de 5
bits. Neste caso (16 bits) o valor de polarizagao
é 15 e agora passa-se de —15..15 a 0..31. Isto é
possivel porque usando o sinal, tinham-se duas re-
presentacdes para o zero (40 e — 0) e isto é desne-
cessdrio. Agora o nimero é visto como

v = (=1)7(0.f)2 2271

Desprezo de d1 Nao se armazena o di que
como se viu vale sempre 1. Agora a mantissa re-
presentada passa a ter os digitos daz, ds, ...d¢y1 € a
posigdo normalizada do ponto passa a ser a direita
de d1 =1 ou seja

v=(~1)°(1.f)z 2271

flexibilizagdo da normalizagdo na
mantissa o explicado acima tenderia a levan-
tar o valor da menor representagdo possivel. Para
evitar isso, quando e = 00000 (apés a subtracdo de
15) a normalizacdo do di = 1 é eliminada. Agora
o menor valor possivel é 0.00000.0000000001 que é
igual a 0.0009765625. O padrao ficou assim:
[s [e(5d) T f(1od) |
[1 [2.6 7..16 |

O nimero aqui armazenado obedece a algumas
regras:
se 0 < e < 31 entdo v = (—1)% 2°71° (1.f),
see=0e f#0entdo v =(—1)° 2714(0.f)
se e =0 e f = 0 entdo este nimero é zero
se e = 31 = 2° — 1 entdo v pertence A regido de
overflow.

Outros formatos

Esta especificagdo foi levada a outros formatos, a
saber

B C D
formato exp exrpio mant
binary16 5 dig 31 10d
binary32 8 dig 255 23 d
binary64 11 dig 2047 52 d
binary128 15 dig 32767 112 d

Exemplo

Ache os valores negativos (por complemento a 2)
das varidveis

o
o
=)
o =
o
o o
o
o
= O
o
o
= O
o o
o
o o
O =

Sédo eles: -9371 e -5388

Agora, ache os flutuantes, com 7 casas deci-
mais, de

1100110001000010
0110000111001010
0110100001011001
1010111110001010

As respostas sdo -8.515625, 370.5, 1113.0000000 e
-0.0588989257

Vamos ver etapa a etapa, como os resultados
acima foram encontrados: Comegando com o in-
teiro1101101101100101 (caso 1, acima).
Como o primeiro bit é 1, o niimero é negativo e pre-
cisamos inverté-lo. Fica001001001001101
0 e agora, soma-se 1 efica00100100100110
1 1. A conversao deste niimero para base decimal
é 142+8+16+128+41024+8192=9371. Portanto a
resposta e -9371.

Tente achar por sua conta o segundo exemplo.

Quanto ao terceiro caso, o flutuante 11001 1
0001000010, devemos estudar a distribuigao
de bits. Vamos 14

1110011
s eeeece

| 0001000010
mMmMmMmmmmmmm

O sinal do niimero é obtido fazendo —1° e neste
caso o nimero serd negativo.

O expoente é -15+19=4, portanto ao final ter-
se-4 que multiplicar a mantissa por 24 =16

Finalmente a mantissa, é o nimero 0 0 0 1 0
00010, que deve ter um 1 colocado a frente
dando o binéario de 11 bits 1 0 0 0 1 0 0 0 O
1 0. Convertendo este ntimero a decimal tem-se
2+46441024=1090, que deve ser dividido por 2! =
2048 dando 1090/2048 = 0.5322265625 que multi-
pilcado por 16 da 0.5322265625 X 16 = 8.515625 ou
-8.515625.

Vamos ao quartocaso: 011000011100
10100ou0]111000]101110010100
ntmero € positivo, e seu expoente é -15424=9. A
mantissa é 1,01 11001010 = 1482. Ao final,
o niimero é +2° x (1482/2048) = 370.5.

Tente resolver agora o quinto e o sexto casos.



Como o sistema converte

Agora, a grande questdao: quando vocé digita um
nimero em um programa ou em uma tela, o com-
putador precisa registrar este nimero na meméria,
usando um dos formatos aqui estudados. Vamos
estudar o processo de conversdo decimal — float
e para campos de 16 bits. Vale a referéncia de este
tamanho de campo nao é mais usado, e s6 estd aqui
pela facilidade e simplicidade dos célculos envolvi-
dos. Vamos por etapas:

1. Dado um ndmero real, por exemplo 183.27,
a primeira coisa a fazer é converter este ni-
mero em bindrio. Fica:

187.27(10) — 10111011.01000101002)

2. Agora, o ponto decimal deve ser levado a
esquerda, até o primeiro 1 do ntimero. A
cada casa, o expoente deve ser incremen-
tado. Acompanhe:

10111011.0100010100 x 2°
1011101.10100010100 x 2*
101110.110100010100 x 22
10111.0110100010100 x 23
1011.10110100010100 x 24
101.110110100010100 x 2°
10.1110110100010100 x 2
1.01110110100010100 x 27
.101110110100010100 x 2%
Note que as 7 linhas acima representam o
mesmo ndmero.

3. Como o ntmero é positivo, seu sinal é 0.

4. A poténcia do nimero é 8 que deve ser so-
mado com 15, totalizando 23. Agora, é
hora de converter o expoente em binério:
23(10) — 10111(2)

5. Finalmente, e hora de pegar 10 bits da man-
tissa, lembrando que o primeiro 1 (aquele
que fica depois do ponto) é omitido. A man-
tissa fica: 0111011010

6. o numero binario em formato binaryl6 é
0110111]10111011010

7. Se vocé converter este nimero para deci-
mal, vai encontrar 187.25, o que demonstra
a baixa precisdo deste formato (e explica
porque ele nao é usado).

I¥" Para vocé fazer

Interprete os 2 numeros bindrios a seguir como
binaryl6 inteiros e negativos e ache os valores de-

cimais

le?2.
1101111111100100
1110011010010011

e agora interprete os 4 ndmeros a seguir como
binaryl6 flutuantes e ache os decimais equivalen-

tes com 5 casas decimais

3,4, 5 ¢ 6.
0101010101100001
0010000001001 011
0011001011101101
1000000011110010

Finalmente, converta os valores abaixo que es-
tao em decimal para o formato binaryl6
7e8.

106
-49.76
Responda aqui
1. 2.
111177 1117/
/1117 1117/
/1111 /111]
3 4. 5 6.
7
8

403-76582 - /
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(1° bit=1). Trocando uns-zeros fica (0100). So-
mando 1 fica (0101) que corresponde a 5. Como o
primeiro bit era 1, entdo —5. Acompanhe na ta-
bela de 4 bits:

Representacao de nimeros em ma-
quinas

Qualquer maquina digital (computadores, celula-
res, fornos de microondas, impressoras, I-pads, au-
tomoveis, avides, maquinas fotograficas, geladei-
ras, televisores, maquinas de dinheiro,...) precisa
manusear € armazenar nimeros.
primérdios do século XX tenha havido a tentagao
de representar nimeros por medidas analégicas, ra-
pidamente a qualidade da representagdo digital se
impos.

Todas essas maquinas usam légica bindria e
portanto usam bits (0 ou 1) internamente. Agra-
decamos a George Boole e a Claude Shannon por
isso. Em geral, para guardar um numero, todas
trabalham com quantidades fixas de bits, o que ao
fim e ao cabo implica em uma quantidade finita de
nimeros representaveis. Ou seja, na matematica
computacional estamos presos & matematica finita
de Karl Gauss e aos grupos de Evariste Galois.

Todos os demais niimeros sao obtidos por pro-
ximidade a algum ndmero desses que é representa-
vel, gerando aqui um erro de representagdo. Por
exemplo, 2, seu quadrado e o nimero 4 podem ser
representados em um computador usando Python.
J4, a raiz quadrada de 5 ndo pode (e quando obtida
é forcosamente arredondada) daf:

>>> 2%k ==
True

>>> ((5*%0.5)**2) ==

False

>>> dif=(((5%*0.5)*%2)-5)
>>> print (f'{dif:.24f}"')
0.000000000000000888178420

Inteiros

Os inteiros podem ser corretamente representados,
limitados ao tamanho do registro assim enten-
dido como a unidade de bits que sdo alocados
ao armazenamento de um nimero. Supondo n
bits, pode-se guardar até o ntimero 2" — 1. Por
exemplo, se n = 4 pode-se guardar até o 15. Néao
acredite em mim, faga as representagdes para se
convencer. Se n = 8, guarda-se até o 255. Se
n = 16 o limite agora é 65535, e assim por diante.
Note-se que esta representagdo é para inteiros sem
sinal (ou positivos). Se, se necessitar guardar
ndmeros negativos também, perde-se um bit (o
mais & esquerda) para o sinal e portanto o maior
nimero passa a ser 2"”! — 1 ¢ o menor, que 14
no caso sem sinal era o zero, agora é —2" 71
Por exemplo, se n = 8 o intervalo de represen-
tacdo é —127..0..127. Convenciona-se usar o bit
0 para positivo e o bit 1 para negativo e daqui:

11111111 = —(25 4+ ...+ 28 +29) = —127
10000001 = -1

10000000 = -0 (?)

00000000 = 0

01111111 = 26 42% 4 . 420 =127

As memorias tém crescido muito nos tltimos anos,
e os tamanhos agora sdo bem generosos. Por
exemplo, em C++4, inteiros podem ser de 8 ou
16 bits (j4 visto antes) mas também de 32 bits
(limite de 4.294.967.296) ou de 64 bits (limite de
18.446.744.073.709.551.616) ou a metade disso se
houver sinal. A menos de algum detalhe obscuro,
todas as plataformas de computadores comparti-
lham estes valores.

Inteiros negativos

Os negativos inteiros sdo representados como com-
plemento para 2. Esta operagdo naturalmente le-
vard o primeiro bit a ser 1 (positivos tém primeira
posigdo igual a zero). Mas a representagdo do ni-
mero é um pouco diferente do que seria esperado.
A regra é simples: Troque zeros por uns e vice-
versa. Some 1. Pronto. Eis um exemplo: Suponha
o numero (1011)2 como expressdo de um negativo

Desprezo de d1 Nao se armazena o di que
como se viu vale sempre 1. Agora a mantissa re-
presentada passa a ter os digitos daz,ds3,...dt+1 € a
posicdo normalizada do ponto passa a ser a direita

Reais ou flutuantes

A dificuldade inicial é como representar o inter-
valo —co..00 em um nimero limitado e fixo de bits.
Agora os bits disponiveis terdo que ser distribuidos
em diversos componentes do niimero a representar,
a saber

+dids...d, x grerez - em

Considerando que a base 3 é fixa na arquitetura,
ela nao precisa ser guardada a cada nimero. Res-
tam os digitos did2d, junto com o seu sinal, além
dos digitos ejes...ey, também com o seu sinal. O
conjunto dids...d,, é conhecido como mantissa do
numero e estd normalizado entre 0 e 1. Em outras
palavras, o nimero 127.345 seria representado por
0.127345 x 10°.

Padrao 16 bits original Esta representa-
cao classica nem é mais usada, mas vai-se comegar
com ela por razoes didaticas. Eis como funcionava
um sistema em ponto flutuante, com base binéria
(B = 2), com t = 10 digitos binadrios na mantissa

e expoentes limitados entre I = —15 e S = +15,
lembrando que (15)19 = (1111)2 e portanto o re-
gistro é

[sa]ld1}daldsldaldsldeld7]ds dold o] sfelexlesfed]

s1 sinal do ntimero (da mantissa). 0 — positivo e
1 — negativo

dy..d1p mantissa com 10 digitos bindrios significa-
tivos

so sinal do expoente: 0 - + e 1 — —

e1..eq4 expoente

Nessa representagdo os nimeros sdo armazenados

no formato normalizado (entre 0 e 1) logo, di # 0

e portanto o niimero é

v = (—1)i51(0~f)2 Qiemp

Nesse esquema, o menor valor representavel é
0.1000000000.11111 e este valor é 4(0.1)2 x 271° =
(271 x2718) 10 = (2719) 15 = 0.0000152587890625.

J& o maior valor € 0.1111111111.01111 Que vem
a ser (32736)10 ~ 2'°.

Finalmente o zero é 0.0000000000.11111. Lem-
brando que este é o inico ndmero nao normalizado,
pois sua mantissa é toda zero. Todo niimero me-
nor que o menor valor representavel acarreta un-
derflow enquanto todo niimero maior que o maior
representavel acarreta overflow.

Otimizacgoes - padrao IEEE754

Algumas caracteristicas do exposto foram alteradas
para ampliar a faixa de representacado e organizar a
representacdo. Primeiro, a mantissa e o expoente
tém seus locais invertidos.

Polarizagéo A idéia é inventar um valor fixo
e somé-lo a todos os expoentes, transformando um
nimero de 4 bits mais sinal em um nimero de 5
bits. Neste caso (16 bits) o valor de polarizagdo
é 15 e agora passa-se de —15..15 a 0..31. Isto é
possivel porque usando o sinal, tinham-se duas re-
presentacdes para o zero (40 e — 0) e isto é desne-
cessirio. Agora o nimero é visto como

v=(=1)%(0.f)2 2°7*°

Binario Hexad Decimal Compl. 2 de di =1 ou seja
0000 0 0 0
1 1 1 1 _15

88?0 2 2 p) v= (=)7L 277

0011 3 3 3

0100 1 1 1 flexibilizagdo da normalizacdo na

0101 5 5 5 mantissa O explicado acima tenderia a levan-

0110 6 6 6 tar o valor da menor representagdo possivel. Para

0111 7 7 7 evitar isso, quando e = 00000 (apés a subtracdo de

1000 8 8 -8 15) a normalizacdo do di = 1 é eliminada. Agora

1001 9 9 -7 o menor valor possivel é 0.00000.0000000001 que é
Ermbera 14 nos 1010 A 10 -6 igual a 0.0009765625. O padrao ficou assim:

1011 B 11 -5 [s [e(5d) [ f@od) |

1100 C 12 -4 [T ]2.6 | 7.16 |

1101 D 13 -3 O ntimero aqui armazenado obedece a algumas

1110 E 14 -2 regras:

1111 F 15 -1 se 0 < e < 31 entdo v = (—1)° 2°71% (1.f),

see=0e f#0entdov=(—1)° 271(0.f)

se e =0 e f = 0 entdo este ntumero é zero

se e = 31 = 2° — 1 entdo v pertence & regido de
overflow.

Outros formatos

Esta especificagdo foi levada a outros formatos, a
saber

B C D
formato exp erpio mant
binary16 5 dig 31 10 d
binary32 8 dig 255 23 d
binary64 11 dig | 2047 52 d
binary128 15 dig | 32767 112 d

Exemplo

Ache os valores negativos (por complemento a 2)
das variaveis

o
o
= O
o =
o
o o
e
o
= O
o
o
= o
o o
e
o o
o =

Sédo eles: -9371 e -5388
Agora, ache os flutuantes, com 7 casas deci-
mais, de

1100110001000010
0110000111001010
0110100001011001
1010111110001010

As respostas sao -8.515625, 370.5, 1113.0000000 e
-0.0588989257

Vamos ver etapa a etapa, como os resultados
acima foram encontrados: Comegando com o in-
teiro1101101101100101 (caso 1, acima).
Como o primeiro bit é 1, o niimero é negativo e pre-
cisamos inverté-lo. Fica001001001001101
0 e agora, soma-se 1 e fica00100100100110
1 1. A conversao deste niimero para base decimal
é 142+8+16+128+41024+8192=9371. Portanto a
resposta e -9371.

Tente achar por sua conta o segundo exemplo.

Quanto ao terceiro caso, o flutuante 1 1001 1
0001000010, devemos estudar a distribuicado
de bits. Vamos 14

1110011
s eeeee

| 0001000010
mmmmmMmmNmmnm

O sinal do nimero é obtido fazendo —1° e neste
caso o0 numero serd negativo.

O expoente é -15+19=4, portanto ao final ter-
se-4 que multiplicar a mantissa por 2% = 16

Finalmente a mantissa, é o nimero 0 0 0 1 0
00010, que deve ter um 1 colocado a frente
dando o binéario de 11 bits 1 0 0 0 1 0 0 0 O
1 0. Convertendo este ntimero a decimal tem-se
2+464+1024=1090, que deve ser dividido por 2'* =
2048 dando 1090/2048 = 0.5322265625 que multi-
pilcado por 16 da 0.5322265625 X 16 = 8.515625 ou
-8.515625.

Vamos ao quartocaso: 011000011100
10100u0|111000]01110010100
numero é positivo, e seu expoente é -15+24=9. A
mantissa ¢ 1,01 11001010 = 1482. Ao final,
o niimero é 4+2° x (1482/2048) = 370.5.

Tente resolver agora o quinto e o sexto casos.



Como o sistema converte

Agora, a grande questdao: quando vocé digita um
nimero em um programa ou em uma tela, o com-
putador precisa registrar este nimero na meméria,
usando um dos formatos aqui estudados. Vamos
estudar o processo de conversdo decimal — float
e para campos de 16 bits. Vale a referéncia de este
tamanho de campo nao é mais usado, e s6 estd aqui
pela facilidade e simplicidade dos célculos envolvi-
dos. Vamos por etapas:

1. Dado um ndmero real, por exemplo 183.27,
a primeira coisa a fazer é converter este ni-
mero em bindrio. Fica:

187.27(10) — 10111011.01000101002)

2. Agora, o ponto decimal deve ser levado a
esquerda, até o primeiro 1 do ntimero. A
cada casa, o expoente deve ser incremen-
tado. Acompanhe:

10111011.0100010100 x 2°
1011101.10100010100 x 2*
101110.110100010100 x 22
10111.0110100010100 x 23
1011.10110100010100 x 24
101.110110100010100 x 2°
10.1110110100010100 x 2
1.01110110100010100 x 27
.101110110100010100 x 2%
Note que as 7 linhas acima representam o
mesmo ndmero.

3. Como o ntmero é positivo, seu sinal é 0.

4. A poténcia do nimero é 8 que deve ser so-
mado com 15, totalizando 23. Agora, é
hora de converter o expoente em binério:
23(10) — 10111(2)

5. Finalmente, e hora de pegar 10 bits da man-
tissa, lembrando que o primeiro 1 (aquele
que fica depois do ponto) é omitido. A man-
tissa fica: 0111011010

6. o numero binario em formato binaryl6 é
0110111]10111011010

7. Se vocé converter este nimero para deci-
mal, vai encontrar 187.25, o que demonstra
a baixa precisdo deste formato (e explica
porque ele nao é usado).

I¥" Para vocé fazer

Interprete os 2 numeros bindrios a seguir como
binaryl6 inteiros e negativos e ache os valores de-

cimais

le?2.
1101101001011101
1110111011010001

e agora interprete os 4 ndmeros a seguir como
binaryl6 flutuantes e ache os decimais equivalen-

tes com 5 casas decimais

3,4, 5 ¢ 6.
0000110010100101
1010101111100110
1000010010101100
0000001111010100

Finalmente, converta os valores abaixo que es-
tao em decimal para o formato binaryl6
7e8.

120
-48.74
Responda aqui
1. 2.
111177 1117/
/1117 1117/
/1111 /111]
3 4. 5 6.
7
8

403-76599 - /
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(1° bit=1). Trocando uns-zeros fica (0100). So-
mando 1 fica (0101) que corresponde a 5. Como o
primeiro bit era 1, entdo —5. Acompanhe na ta-
bela de 4 bits:

Representacao de nimeros em ma-
quinas

Qualquer maquina digital (computadores, celula-
res, fornos de microondas, impressoras, I-pads, au-
tomoveis, avides, maquinas fotograficas, geladei-
ras, televisores, maquinas de dinheiro,...) precisa
manusear € armazenar nimeros.
primérdios do século XX tenha havido a tentagao
de representar nimeros por medidas analégicas, ra-
pidamente a qualidade da representagdo digital se
impos.

Todas essas maquinas usam légica bindria e
portanto usam bits (0 ou 1) internamente. Agra-
decamos a George Boole e a Claude Shannon por
isso. Em geral, para guardar um numero, todas
trabalham com quantidades fixas de bits, o que ao
fim e ao cabo implica em uma quantidade finita de
nimeros representaveis. Ou seja, na matematica
computacional estamos presos & matematica finita
de Karl Gauss e aos grupos de Evariste Galois.

Todos os demais niimeros sao obtidos por pro-
ximidade a algum ndmero desses que é representa-
vel, gerando aqui um erro de representagdo. Por
exemplo, 2, seu quadrado e o nimero 4 podem ser
representados em um computador usando Python.
J4, a raiz quadrada de 5 ndo pode (e quando obtida
é forcosamente arredondada) daf:

>>> 2%k ==
True

>>> ((5*%0.5)**2) ==

False

>>> dif=(((5%*0.5)*%2)-5)
>>> print (f'{dif:.24f}"')
0.000000000000000888178420

Inteiros

Os inteiros podem ser corretamente representados,
limitados ao tamanho do registro assim enten-
dido como a unidade de bits que sdo alocados
ao armazenamento de um nimero. Supondo n
bits, pode-se guardar até o ntimero 2" — 1. Por
exemplo, se n = 4 pode-se guardar até o 15. Néao
acredite em mim, faga as representagdes para se
convencer. Se n = 8, guarda-se até o 255. Se
n = 16 o limite agora é 65535, e assim por diante.
Note-se que esta representagdo é para inteiros sem
sinal (ou positivos). Se, se necessitar guardar
ndmeros negativos também, perde-se um bit (o
mais & esquerda) para o sinal e portanto o maior
nimero passa a ser 2"”! — 1 ¢ o menor, que 14
no caso sem sinal era o zero, agora é —2" 71
Por exemplo, se n = 8 o intervalo de represen-
tacdo é —127..0..127. Convenciona-se usar o bit
0 para positivo e o bit 1 para negativo e daqui:

11111111 = —(25 4+ ...+ 28 +29) = —127
10000001 = -1

10000000 = -0 (?)

00000000 = 0

01111111 = 26 42% 4 . 420 =127

As memorias tém crescido muito nos tltimos anos,
e os tamanhos agora sdo bem generosos. Por
exemplo, em C++4, inteiros podem ser de 8 ou
16 bits (j4 visto antes) mas também de 32 bits
(limite de 4.294.967.296) ou de 64 bits (limite de
18.446.744.073.709.551.616) ou a metade disso se
houver sinal. A menos de algum detalhe obscuro,
todas as plataformas de computadores comparti-
lham estes valores.

Inteiros negativos

Os negativos inteiros sdo representados como com-
plemento para 2. Esta operagdo naturalmente le-
vard o primeiro bit a ser 1 (positivos tém primeira
posigdo igual a zero). Mas a representagdo do ni-
mero é um pouco diferente do que seria esperado.
A regra é simples: Troque zeros por uns e vice-
versa. Some 1. Pronto. Eis um exemplo: Suponha
o numero (1011)2 como expressdo de um negativo

Desprezo de d1 Nao se armazena o di que
como se viu vale sempre 1. Agora a mantissa re-
presentada passa a ter os digitos daz,ds3,...dt+1 € a
posicdo normalizada do ponto passa a ser a direita

Reais ou flutuantes

A dificuldade inicial é como representar o inter-
valo —co..00 em um nimero limitado e fixo de bits.
Agora os bits disponiveis terdo que ser distribuidos
em diversos componentes do niimero a representar,
a saber

+dids...d, x grerez - em

Considerando que a base 3 é fixa na arquitetura,
ela nao precisa ser guardada a cada nimero. Res-
tam os digitos did2d, junto com o seu sinal, além
dos digitos ejes...ey, também com o seu sinal. O
conjunto dids...d,, é conhecido como mantissa do
numero e estd normalizado entre 0 e 1. Em outras
palavras, o nimero 127.345 seria representado por
0.127345 x 10°.

Padrao 16 bits original Esta representa-
cao classica nem é mais usada, mas vai-se comegar
com ela por razoes didaticas. Eis como funcionava
um sistema em ponto flutuante, com base binéria
(B = 2), com t = 10 digitos binadrios na mantissa

e expoentes limitados entre I = —15 e S = +15,
lembrando que (15)19 = (1111)2 e portanto o re-
gistro é

[sa]ld1}daldsldaldsldeld7]ds dold o] sfelexlesfed]

s1 sinal do ntimero (da mantissa). 0 — positivo e
1 — negativo

dy..d1p mantissa com 10 digitos bindrios significa-
tivos

so sinal do expoente: 0 - + e 1 — —

e1..eq4 expoente

Nessa representagdo os nimeros sdo armazenados

no formato normalizado (entre 0 e 1) logo, di # 0

e portanto o niimero é

v = (—1)i51(0~f)2 Qiemp

Nesse esquema, o menor valor representavel é
0.1000000000.11111 e este valor é 4(0.1)2 x 271° =
(271 x2718) 10 = (2719) 15 = 0.0000152587890625.

J& o maior valor € 0.1111111111.01111 Que vem
a ser (32736)10 ~ 2'°.

Finalmente o zero é 0.0000000000.11111. Lem-
brando que este é o inico ndmero nao normalizado,
pois sua mantissa é toda zero. Todo niimero me-
nor que o menor valor representavel acarreta un-
derflow enquanto todo niimero maior que o maior
representavel acarreta overflow.

Otimizacgoes - padrao IEEE754

Algumas caracteristicas do exposto foram alteradas
para ampliar a faixa de representacado e organizar a
representacdo. Primeiro, a mantissa e o expoente
tém seus locais invertidos.

Polarizagéo A idéia é inventar um valor fixo
e somé-lo a todos os expoentes, transformando um
nimero de 4 bits mais sinal em um nimero de 5
bits. Neste caso (16 bits) o valor de polarizagdo
é 15 e agora passa-se de —15..15 a 0..31. Isto é
possivel porque usando o sinal, tinham-se duas re-
presentacdes para o zero (40 e — 0) e isto é desne-
cessirio. Agora o nimero é visto como

v=(=1)%(0.f)2 2°7*°

Binario Hexad Decimal Compl. 2 de di =1 ou seja
0000 0 0 0
1 1 1 1 _15

88?0 2 2 p) v= (=)7L 277

0011 3 3 3

0100 1 1 1 flexibilizagdo da normalizacdo na

0101 5 5 5 mantissa O explicado acima tenderia a levan-

0110 6 6 6 tar o valor da menor representagdo possivel. Para

0111 7 7 7 evitar isso, quando e = 00000 (apés a subtracdo de

1000 8 8 -8 15) a normalizacdo do di = 1 é eliminada. Agora

1001 9 9 -7 o menor valor possivel é 0.00000.0000000001 que é
Ermbera 14 nos 1010 A 10 -6 igual a 0.0009765625. O padrao ficou assim:

1011 B 11 -5 [s [e(5d) [ f@od) |

1100 C 12 -4 [T ]2.6 | 7.16 |

1101 D 13 -3 O ntimero aqui armazenado obedece a algumas

1110 E 14 -2 regras:

1111 F 15 -1 se 0 < e < 31 entdo v = (—1)° 2°71% (1.f),

see=0e f#0entdov=(—1)° 271(0.f)

se e =0 e f = 0 entdo este ntumero é zero

se e = 31 = 2° — 1 entdo v pertence & regido de
overflow.

Outros formatos

Esta especificagdo foi levada a outros formatos, a
saber

B C D
formato exp erpio mant
binary16 5 dig 31 10 d
binary32 8 dig 255 23 d
binary64 11 dig | 2047 52 d
binary128 15 dig | 32767 112 d

Exemplo

Ache os valores negativos (por complemento a 2)
das variaveis

o
o
= O
o =
o
o o
e
o
= O
o
o
= o
o o
e
o o
o =

Sédo eles: -9371 e -5388
Agora, ache os flutuantes, com 7 casas deci-
mais, de

1100110001000010
0110000111001010
0110100001011001
1010111110001010

As respostas sao -8.515625, 370.5, 1113.0000000 e
-0.0588989257

Vamos ver etapa a etapa, como os resultados
acima foram encontrados: Comegando com o in-
teiro1101101101100101 (caso 1, acima).
Como o primeiro bit é 1, o niimero é negativo e pre-
cisamos inverté-lo. Fica001001001001101
0 e agora, soma-se 1 e fica00100100100110
1 1. A conversao deste niimero para base decimal
é 142+8+16+128+41024+8192=9371. Portanto a
resposta e -9371.

Tente achar por sua conta o segundo exemplo.

Quanto ao terceiro caso, o flutuante 1 1001 1
0001000010, devemos estudar a distribuicado
de bits. Vamos 14

1110011
s eeeee

| 0001000010
mmmmmMmmNmmnm

O sinal do nimero é obtido fazendo —1° e neste
caso o0 numero serd negativo.

O expoente é -15+19=4, portanto ao final ter-
se-4 que multiplicar a mantissa por 2% = 16

Finalmente a mantissa, é o nimero 0 0 0 1 0
00010, que deve ter um 1 colocado a frente
dando o binéario de 11 bits 1 0 0 0 1 0 0 0 O
1 0. Convertendo este ntimero a decimal tem-se
2+464+1024=1090, que deve ser dividido por 2'* =
2048 dando 1090/2048 = 0.5322265625 que multi-
pilcado por 16 da 0.5322265625 X 16 = 8.515625 ou
-8.515625.

Vamos ao quartocaso: 011000011100
10100u0|111000]01110010100
numero é positivo, e seu expoente é -15+24=9. A
mantissa ¢ 1,01 11001010 = 1482. Ao final,
o niimero é 4+2° x (1482/2048) = 370.5.

Tente resolver agora o quinto e o sexto casos.



Como o sistema converte

Agora, a grande questdao: quando vocé digita um
nimero em um programa ou em uma tela, o com-
putador precisa registrar este nimero na meméria,
usando um dos formatos aqui estudados. Vamos
estudar o processo de conversdo decimal — float
e para campos de 16 bits. Vale a referéncia de este
tamanho de campo nao é mais usado, e s6 estd aqui
pela facilidade e simplicidade dos célculos envolvi-
dos. Vamos por etapas:

1. Dado um ndmero real, por exemplo 183.27,
a primeira coisa a fazer é converter este ni-
mero em bindrio. Fica:

187.27(10) — 10111011.01000101002)

2. Agora, o ponto decimal deve ser levado a
esquerda, até o primeiro 1 do ntimero. A
cada casa, o expoente deve ser incremen-
tado. Acompanhe:

10111011.0100010100 x 2°
1011101.10100010100 x 2*
101110.110100010100 x 22
10111.0110100010100 x 23
1011.10110100010100 x 24
101.110110100010100 x 2°
10.1110110100010100 x 2
1.01110110100010100 x 27
.101110110100010100 x 2%
Note que as 7 linhas acima representam o
mesmo ndmero.

3. Como o ntmero é positivo, seu sinal é 0.

4. A poténcia do nimero é 8 que deve ser so-
mado com 15, totalizando 23. Agora, é
hora de converter o expoente em binério:
23(10) — 10111(2)

5. Finalmente, e hora de pegar 10 bits da man-
tissa, lembrando que o primeiro 1 (aquele
que fica depois do ponto) é omitido. A man-
tissa fica: 0111011010

6. o numero binario em formato binaryl6 é
0110111]10111011010

7. Se vocé converter este nimero para deci-
mal, vai encontrar 187.25, o que demonstra
a baixa precisdo deste formato (e explica
porque ele nao é usado).

I¥" Para vocé fazer

Interprete os 2 numeros bindrios a seguir como
binaryl6 inteiros e negativos e ache os valores de-

cimais

le?2.
1101111011111101
1111001101011100

e agora interprete os 4 ndmeros a seguir como
binaryl6 flutuantes e ache os decimais equivalen-

tes com 5 casas decimais

3,4, 5 ¢ 6.
1101000011010010
0011100111001000
0010001000000111
0100101000010011

Finalmente, converta os valores abaixo que es-
tao em decimal para o formato binaryl6
7e8.

114
-57.8
Responda aqui
1. 2.
111177 1117/
/1117 1117/
/1111 /111]
3 4. 5 6.
7
8
403-76601 - /
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(1° bit=1). Trocando uns-zeros fica (0100). So-
mando 1 fica (0101) que corresponde a 5. Como o
primeiro bit era 1, entdo —5. Acompanhe na ta-
bela de 4 bits:

/

Representacao de nimeros em ma-
quinas

Qualquer maquina digital (computadores, celula-
res, fornos de microondas, impressoras, I-pads, au-
tomoveis, avides, maquinas fotograficas, geladei-
ras, televisores, maquinas de dinheiro,...) precisa
manusear e armazenar numeros. Embora 14 nos
primérdios do século XX tenha havido a tentagao
de representar nimeros por medidas analégicas, ra-
pidamente a qualidade da representagdo digital se
impos.

Todas essas maquinas usam légica bindria e
portanto usam bits (0 ou 1) internamente. Agra-
decamos a George Boole e a Claude Shannon por
isso. Em geral, para guardar um ntmero, todas
trabalham com quantidades fixas de bits, o que ao
fim e ao cabo implica em uma quantidade finita de
nimeros representaveis. Ou seja, na matematica
computacional estamos presos & matematica finita
de Karl Gauss e aos grupos de Evariste Galois.

Todos os demais niimeros sao obtidos por pro-
ximidade a algum ndmero desses que é representa-
vel, gerando aqui um erro de representagdo. Por
exemplo, 2, seu quadrado e o nimero 4 podem ser
representados em um computador usando Python.
J4, a raiz quadrada de 5 ndo pode (e quando obtida
é forcosamente arredondada) daf:

>>> 2%k ==
True

>>> ((5*%0.5)**2) ==

False

>>> dif=(((5%*0.5)*%2)-5)
>>> print (f'{dif:.24f}"')
0.000000000000000888178420

Inteiros

Os inteiros podem ser corretamente representados,
limitados ao tamanho do registro assim enten-
dido como a unidade de bits que sdo alocados
ao armazenamento de um nimero. Supondo n
bits, pode-se guardar até o ntimero 2" — 1. Por
exemplo, se n = 4 pode-se guardar até o 15. Néao
acredite em mim, faga as representagdes para se
convencer. Se n = 8, guarda-se até o 255. Se
n = 16 o limite agora é 65535, e assim por diante.
Note-se que esta representagdo é para inteiros sem
sinal (ou positivos). Se, se necessitar guardar
ndmeros negativos também, perde-se um bit (o
mais & esquerda) para o sinal e portanto o maior
nimero passa a ser 2"”! — 1 ¢ o menor, que 14
no caso sem sinal era o zero, agora é —2" 71
Por exemplo, se n = 8 o intervalo de represen-
tacdo é —127..0..127. Convenciona-se usar o bit
0 para positivo e o bit 1 para negativo e daqui:

11111111 = —(25 4+ ...+ 28 +29) = —127
10000001 = -1

10000000 = -0 (?)

00000000 = 0

01111111 = 26 42% 4 . 420 =127

As memorias tém crescido muito nos tltimos anos,
e os tamanhos agora sdo bem generosos. Por
exemplo, em C++4, inteiros podem ser de 8 ou
16 bits (j4 visto antes) mas também de 32 bits
(limite de 4.294.967.296) ou de 64 bits (limite de
18.446.744.073.709.551.616) ou a metade disso se
houver sinal. A menos de algum detalhe obscuro,
todas as plataformas de computadores comparti-
lham estes valores.

Inteiros negativos

Os negativos inteiros sdo representados como com-
plemento para 2. Esta operagdo naturalmente le-
vard o primeiro bit a ser 1 (positivos tém primeira
posigdo igual a zero). Mas a representagdo do ni-
mero é um pouco diferente do que seria esperado.
A regra é simples: Troque zeros por uns e vice-
versa. Some 1. Pronto. Eis um exemplo: Suponha
o numero (1011)2 como expressdo de um negativo

Desprezo de d1 Nao se armazena o di que
como se viu vale sempre 1. Agora a mantissa re-
presentada passa a ter os digitos daz,ds3,...dt+1 € a
posicdo normalizada do ponto passa a ser a direita

Reais ou flutuantes

A dificuldade inicial é como representar o inter-
valo —co..00 em um nimero limitado e fixo de bits.
Agora os bits disponiveis terdo que ser distribuidos
em diversos componentes do niimero a representar,
a saber

+dids...d, x grerez - em

Considerando que a base 3 é fixa na arquitetura,
ela nao precisa ser guardada a cada nimero. Res-
tam os digitos did2d, junto com o seu sinal, além
dos digitos ejes...ey, também com o seu sinal. O
conjunto dids...d,, é conhecido como mantissa do
numero e estd normalizado entre 0 e 1. Em outras
palavras, o nimero 127.345 seria representado por
0.127345 x 10°.

Padrao 16 bits original Esta representa-
cao classica nem é mais usada, mas vai-se comegar
com ela por razoes didaticas. Eis como funcionava
um sistema em ponto flutuante, com base binéria
(B = 2), com t = 10 digitos binadrios na mantissa

e expoentes limitados entre I = —15 e S = +15,
lembrando que (15)19 = (1111)2 e portanto o re-
gistro é

[sa]ld1}daldsldaldsldeld7]ds dold o] sfelexlesfed]

s1 sinal do ntimero (da mantissa). 0 — positivo e
1 — negativo

dy..d1p mantissa com 10 digitos bindrios significa-
tivos

so sinal do expoente: 0 - + e 1 — —

e1..eq4 expoente

Nessa representagdo os nimeros sdo armazenados

no formato normalizado (entre 0 e 1) logo, di # 0

e portanto o niimero é

v = (—1)i51(0~f)2 Qiemp

Nesse esquema, o menor valor representavel é
0.1000000000.11111 e este valor é 4(0.1)2 x 271° =
(271 x2718) 10 = (2719) 15 = 0.0000152587890625.

J& o maior valor € 0.1111111111.01111 Que vem
a ser (32736)10 ~ 2'°.

Finalmente o zero é 0.0000000000.11111. Lem-
brando que este é o inico ndmero nao normalizado,
pois sua mantissa é toda zero. Todo niimero me-
nor que o menor valor representavel acarreta un-
derflow enquanto todo niimero maior que o maior
representavel acarreta overflow.

Otimizacgoes - padrao IEEE754

Algumas caracteristicas do exposto foram alteradas
para ampliar a faixa de representacado e organizar a
representacdo. Primeiro, a mantissa e o expoente
tém seus locais invertidos.

Polarizagéo A idéia é inventar um valor fixo
e somé-lo a todos os expoentes, transformando um
nimero de 4 bits mais sinal em um nimero de 5
bits. Neste caso (16 bits) o valor de polarizagdo
é 15 e agora passa-se de —15..15 a 0..31. Isto é
possivel porque usando o sinal, tinham-se duas re-
presentacdes para o zero (40 e — 0) e isto é desne-
cessirio. Agora o nimero é visto como

v=(=1)%(0.f)2 2°7*°

Binario Hexad Decimal Compl. 2 de di =1 ou seja
0000 0 0 0

1 1 1 1 _15
88?0 2 2 p) v= (=)7L 277
0011 3 3 3
0100 1 1 1 flexibilizagdo da normalizacdo na
0101 5 5 5 mantissa O explicado acima tenderia a levan-
0110 6 6 6 tar o valor da menor representagdo possivel. Para
0111 7 7 7 evitar isso, quando e = 00000 (apés a subtracdo de
1000 8 8 -8 15) a normalizacdo do di = 1 é eliminada. Agora
1001 9 9 -7 o menor valor possivel é 0.00000.0000000001 que é
1010 A 10 -6 igual a 0.0009765625. O padrao ficou assim:
1011 B 11 -5 [s [e(5d) [ f@od) |
1100 C 12 -4 [T ]2.6 | 7.16 |
1101 D 13 -3 O ntimero aqui armazenado obedece a algumas
1110 E 14 -2 regras:
1111 F 15 -1 se 0 < e < 31 entdo v = (—1)° 2°71% (1.f),

see=0e f#0entdov=(—1)° 271(0.f)

se e =0 e f = 0 entdo este ntumero é zero

se e = 31 = 2° — 1 entdo v pertence & regido de
overflow.

Outros formatos

Esta especificagdo foi levada a outros formatos, a
saber

B C D
formato exp erpio mant
binary16 5 dig 31 10 d
binary32 8 dig 255 23 d
binary64 11 dig | 2047 52 d
binary128 15 dig | 32767 112 d

Exemplo

Ache os valores negativos (por complemento a 2)
das variaveis

o
o
= O
o =
o
o o
e
o
= O
o
o
= o
o o
e
o o
o =

Sédo eles: -9371 e -5388
Agora, ache os flutuantes, com 7 casas deci-
mais, de

1100110001000010
0110000111001010
0110100001011001
1010111110001010

As respostas sao -8.515625, 370.5, 1113.0000000 e
-0.0588989257

Vamos ver etapa a etapa, como os resultados
acima foram encontrados: Comegando com o in-
teiro1101101101100101 (caso 1, acima).
Como o primeiro bit é 1, o niimero é negativo e pre-
cisamos inverté-lo. Fica001001001001101
0 e agora, soma-se 1 e fica00100100100110
1 1. A conversao deste niimero para base decimal
é 142+8+16+128+41024+8192=9371. Portanto a
resposta e -9371.

Tente achar por sua conta o segundo exemplo.

Quanto ao terceiro caso, o flutuante 1 1001 1
0001000010, devemos estudar a distribuicado
de bits. Vamos 14

1110011
s eeeee

| 0001000010
mmmmmMmmNmmnm

O sinal do nimero é obtido fazendo —1° e neste
caso o0 numero serd negativo.

O expoente é -15+19=4, portanto ao final ter-
se-4 que multiplicar a mantissa por 2% = 16

Finalmente a mantissa, é o nimero 0 0 0 1 0
00010, que deve ter um 1 colocado a frente
dando o binéario de 11 bits 1 0 0 0 1 0 0 0 O
1 0. Convertendo este ntimero a decimal tem-se
2+464+1024=1090, que deve ser dividido por 2'* =
2048 dando 1090/2048 = 0.5322265625 que multi-
pilcado por 16 da 0.5322265625 X 16 = 8.515625 ou
-8.515625.

Vamos ao quartocaso: 011000011100
10100u0|111000]01110010100
numero é positivo, e seu expoente é -15+24=9. A
mantissa ¢ 1,01 11001010 = 1482. Ao final,
o niimero é 4+2° x (1482/2048) = 370.5.

Tente resolver agora o quinto e o sexto casos.



Como o sistema converte

Agora, a grande questdao: quando vocé digita um
nimero em um programa ou em uma tela, o com-
putador precisa registrar este nimero na meméria,
usando um dos formatos aqui estudados. Vamos
estudar o processo de conversdo decimal — float
e para campos de 16 bits. Vale a referéncia de este
tamanho de campo nao é mais usado, e s6 estd aqui
pela facilidade e simplicidade dos célculos envolvi-
dos. Vamos por etapas:

1. Dado um ndmero real, por exemplo 183.27,
a primeira coisa a fazer é converter este ni-
mero em bindrio. Fica:

187.27(10) — 10111011.01000101002)

2. Agora, o ponto decimal deve ser levado a
esquerda, até o primeiro 1 do ntimero. A
cada casa, o expoente deve ser incremen-
tado. Acompanhe:

10111011.0100010100 x 2°
1011101.10100010100 x 2*
101110.110100010100 x 22
10111.0110100010100 x 23
1011.10110100010100 x 24
101.110110100010100 x 2°
10.1110110100010100 x 2
1.01110110100010100 x 27
.101110110100010100 x 2%
Note que as 7 linhas acima representam o
mesmo ndmero.

3. Como o ntmero é positivo, seu sinal é 0.

4. A poténcia do nimero é 8 que deve ser so-
mado com 15, totalizando 23. Agora, é
hora de converter o expoente em binério:
23(10) — 10111(2)

5. Finalmente, e hora de pegar 10 bits da man-
tissa, lembrando que o primeiro 1 (aquele
que fica depois do ponto) é omitido. A man-
tissa fica: 0111011010

6. o numero binario em formato binaryl6 é
0110111]10111011010

7. Se vocé converter este nimero para deci-
mal, vai encontrar 187.25, o que demonstra
a baixa precisdo deste formato (e explica
porque ele nao é usado).

I¥" Para vocé fazer

Interprete os 2 numeros bindrios a seguir como
binaryl6 inteiros e negativos e ache os valores de-

cimais

le?2.
1111000100101001
1101111011100010

e agora interprete os 4 ndmeros a seguir como
binaryl6 flutuantes e ache os decimais equivalen-

tes com 5 casas decimais

3,4, 5 ¢ 6.
0100110101110110
0100011001101011
1101111100110100
1011010000001 010

Finalmente, converta os valores abaixo que es-
tao em decimal para o formato binaryl6
7e8.

116
-57.3
Responda aqui
1. 2.
111177 1117/
/1117 1117/
/1111 /111]
3 4. 5 6.
7
8
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Representagdo de niimeros em ma-
quinas

Qualquer méaquina digital (computadores, celula-
res, fornos de microondas, impressoras, I-pads, au-
toméveis, avides, maquinas fotograficas, geladei-
ras, televisores, maquinas de dinheiro,...) precisa
manusear e armazenar nimeros. Embora 14 nos
primoérdios do século XX tenha havido a tentacado
de representar nimeros por medidas analégicas, ra-
pidamente a qualidade da representacgdo digital se
impos.

Todas essas maquinas usam ldgica binéria e
portanto usam bits (0 ou 1) internamente. Agra-
degamos a George Boole e a Claude Shannon por
isso. Em geral, para guardar um numero, todas
trabalham com quantidades fixas de bits, o que ao
fim e ao cabo implica em uma quantidade finita de
ntmeros representaveis. Ou seja, na matematica
computacional estamos presos & matematica finita
de Karl Gauss e aos grupos de Evariste Galois.

Todos os demais ntimeros sdo obtidos por pro-
ximidade a algum ndmero desses que é representé-
vel, gerando aqui um erro de representagdo. Por
exemplo, 2, seu quadrado e o niimero 4 podem ser
representados em um computador usando Python.
J4, a raiz quadrada de 5 ndo pode (e quando obtida
é forcosamente arredondada) dai:

>>> 2%x2 ==

True

>>> ((5%%0.5)*%2) ==

False

>>> dif=(((5%*0.5)**2)-5)
>>> print(f'{dif:.24£}"')
0.000000000000000888178420

Inteiros

Os inteiros podem ser corretamente representados,
limitados ao tamanho do registro assim enten-
dido como a unidade de bits que sdo alocados
ao armazenamento de um nimero. Supondo n
bits, pode-se guardar até o ntmero 2" — 1. Por
exemplo, se n = 4 pode-se guardar até o 15. Nao
acredite em mim, faga as representacgdes para se
convencer. Se n = 8, guarda-se até o 255. Se
n = 16 o limite agora é 65535, e assim por diante.
Note-se que esta representagdo é para inteiros sem
sinal (ou positivos). Se, se necessitar guardar
ntimeros negativos também, perde-se um bit (o
mais & esquerda) para o sinal e portanto o maior
ndmero passa a ser 2" ! — 1 e o menor, que l4
no caso sem sinal era o zero, agora é —2"7 1,
Por exemplo, se n = 8 o intervalo de represen-
tagdo é —127..0..127. Convenciona-se usar o bit
0 para positivo e o bit 1 para negativo e daqui:

11111111 = —(2% 4+ ...+ 21 +29) = —127
10000001 = -1

10000000 = -0 (?)

00000000 = 0

01111111 = 26425 4 ... 420 =127

As memorias tém crescido muito nos tltimos anos,
e os tamanhos agora sio bem generosos. Por
exemplo, em C++, inteiros podem ser de 8 ou
16 bits (j4 visto antes) mas também de 32 bits
(limite de 4.294.967.296) ou de 64 bits (limite de
18.446.744.073.709.551.616) ou a metade disso se
houver sinal. A menos de algum detalhe obscuro,
todas as plataformas de computadores comparti-
lham estes valores.

Inteiros negativos

Os negativos inteiros sao representados como com-
plemento para 2. Esta operagdo naturalmente le-
vard o primeiro bit a ser 1 (positivos tém primeira
posig@o igual a zero). Mas a representagao do ni-
mero é um pouco diferente do que seria esperado.
A regra é simples: Troque zeros por uns e vice-
versa. Some 1. Pronto. Eis um exemplo: Suponha
o nimero (1011)2 como expressdo de um negativo
(1° bit=1). Trocando uns-zeros fica (0100). So-
mando 1 fica (0101) que corresponde a 5. Como o

primeiro bit era 1, entdo —5. Acompanhe na ta-
bela de 4 bits:

Binario Hexad Decimal Compl. 2
0000 0 0 0
0001 1 1 1
0010 2 2 2
0011 3 3 3
0100 4 4 4
0101 5 5 5
0110 6 6 6
0111 7 7 7
1000 8 8 -8
1001 9 9 -7
1010 A 10 -6
1011 B 11 -5
1100 C 12 -4
1101 D 13 -3
1110 E 14 -2
1111 F 15 -1

Reais ou flutuantes

A dificuldade inicial é como representar o inter-
valo —o00..00 em um ndmero limitado e fixo de bits.
Agora os bits disponiveis terdo que ser distribuidos
em diversos componentes do niimero a representar,
a saber

tdids...dy x pEeLE2em

Considerando que a base 8 é fixa na arquitetura,
ela nao precisa ser guardada a cada nimero. Res-
tam os digitos did2d, junto com o seu sinal, além
dos digitos ejes...e,, também com o seu sinal. O
conjunto dids...d, é conhecido como mantissa do
numero e estd normalizado entre 0 e 1. Em outras
palavras, o nimero 127.345 seria representado por
0.127345 x 10°.

Padrao 16 bits original Esta representa-

cao classica nem é mais usada, mas vai-se comegar

com ela por razdes didaticas. Eis como funcionava

um sistema em ponto flutuante, com base binéria

(B = 2), com t = 10 digitos bindrios na mantissa

e expoentes limitados entre I = —15 e S = +15,

lembrando que (15)19 = (1111)3 e portanto o re-

gistro é

[salldr[daldsldaldsldeld-ldsldold 1ol saf e [ealese4]

s1 sinal do numero (da mantissa). 0 — positivo e
1 — negativo

di..d1p mantissa com 10 digitos bindrios significa-
tivos

so sinal do expoente: 0 - + e 1 —

e1..eq4 expoente

Nessa representacdo os nimeros sdo armazenados

no formato normalizado (entre 0 e 1) logo, dy # 0

e portanto o niimero é

v = (=1)F(0.0)p 257

Nesse esquema, o menor valor representavel é
0.1000000000.11111 e este valor é 4(0.1)2 x 27° =
(271 x271%)10 = (271%) 10 = 0.0000152587890625.

Ja o major valor ¢0.1111111111.01111 Que vem
a ser (32736)10 ~ 21°.

Finalmente o zero é 0.0000000000.11111. Lem-
brando que este é o inico ndmero ndo normalizado,
pois sua mantissa é toda zero. Todo niimero me-
nor que o menor valor representavel acarreta un-
derflow enquanto todo niimero maior que o maior
representavel acarreta overflow.

Otimizagoes - padrao IEEE754

Algumas caracteristicas do exposto foram alteradas
para ampliar a faixa de representacao e organizar a
representacdo. Primeiro, a mantissa e o expoente
tém seus locais invertidos.

Polarizagéo A idéia é inventar um valor fixo
e soma-lo a todos os expoentes, transformando um
nimero de 4 bits mais sinal em um nimero de 5
bits. Neste caso (16 bits) o valor de polarizagao
é 15 e agora passa-se de —15..15 a 0..31. Isto é
possivel porque usando o sinal, tinham-se duas re-
presentacdes para o zero (40 e — 0) e isto é desne-
cessdrio. Agora o nimero é visto como

v = (=1)7(0.f)2 2271

Desprezo de d1 Nao se armazena o di que
como se viu vale sempre 1. Agora a mantissa re-
presentada passa a ter os digitos daz, ds, ...d¢y1 € a
posigdo normalizada do ponto passa a ser a direita
de d1 =1 ou seja

v=(~1)°(1.f)z 2271

flexibilizagdo da normalizagdo na
mantissa o explicado acima tenderia a levan-
tar o valor da menor representagdo possivel. Para
evitar isso, quando e = 00000 (apés a subtracdo de
15) a normalizacdo do di = 1 é eliminada. Agora
o menor valor possivel é 0.00000.0000000001 que é
igual a 0.0009765625. O padrao ficou assim:
[s [e(5d) T f(1od) |
[1 [2.6 7..16 |

O nimero aqui armazenado obedece a algumas
regras:
se 0 < e < 31 entdo v = (—1)% 2°71° (1.f),
see=0e f#0entdo v =(—1)° 2714(0.f)
se e =0 e f = 0 entdo este nimero é zero
se e = 31 = 2° — 1 entdo v pertence A regido de
overflow.

Outros formatos

Esta especificagdo foi levada a outros formatos, a
saber

B C D
formato exp exrpio mant
binary16 5 dig 31 10d
binary32 8 dig 255 23 d
binary64 11 dig 2047 52 d
binary128 15 dig 32767 112 d

Exemplo

Ache os valores negativos (por complemento a 2)
das varidveis

o
o
=)
o =
o
o o
o
o
= O
o
o
= O
o o
o
o o
O =

Sédo eles: -9371 e -5388

Agora, ache os flutuantes, com 7 casas deci-
mais, de

1100110001000010
0110000111001010
0110100001011001
1010111110001010

As respostas sdo -8.515625, 370.5, 1113.0000000 e
-0.0588989257

Vamos ver etapa a etapa, como os resultados
acima foram encontrados: Comegando com o in-
teiro1101101101100101 (caso 1, acima).
Como o primeiro bit é 1, o niimero é negativo e pre-
cisamos inverté-lo. Fica001001001001101
0 e agora, soma-se 1 efica00100100100110
1 1. A conversao deste niimero para base decimal
é 142+8+16+128+41024+8192=9371. Portanto a
resposta e -9371.

Tente achar por sua conta o segundo exemplo.

Quanto ao terceiro caso, o flutuante 11001 1
0001000010, devemos estudar a distribuigao
de bits. Vamos 14

1110011
s eeeece

| 0001000010
mMmMmMmmmmmmm

O sinal do niimero é obtido fazendo —1° e neste
caso o nimero serd negativo.

O expoente é -15+19=4, portanto ao final ter-
se-4 que multiplicar a mantissa por 24 =16

Finalmente a mantissa, é o nimero 0 0 0 1 0
00010, que deve ter um 1 colocado a frente
dando o binéario de 11 bits 1 0 0 0 1 0 0 0 O
1 0. Convertendo este ntimero a decimal tem-se
2+46441024=1090, que deve ser dividido por 2! =
2048 dando 1090/2048 = 0.5322265625 que multi-
pilcado por 16 da 0.5322265625 X 16 = 8.515625 ou
-8.515625.

Vamos ao quartocaso: 011000011100
10100ou0]111000]101110010100
ntmero € positivo, e seu expoente é -15424=9. A
mantissa é 1,01 11001010 = 1482. Ao final,
o niimero é +2° x (1482/2048) = 370.5.

Tente resolver agora o quinto e o sexto casos.



Como o sistema converte

Agora, a grande questdao: quando vocé digita um
nimero em um programa ou em uma tela, o com-
putador precisa registrar este nimero na meméria,
usando um dos formatos aqui estudados. Vamos
estudar o processo de conversdo decimal — float
e para campos de 16 bits. Vale a referéncia de este
tamanho de campo nao é mais usado, e s6 estd aqui
pela facilidade e simplicidade dos célculos envolvi-
dos. Vamos por etapas:

1. Dado um ndmero real, por exemplo 183.27,
a primeira coisa a fazer é converter este ni-
mero em bindrio. Fica:

187.27(10) — 10111011.01000101002)

2. Agora, o ponto decimal deve ser levado a
esquerda, até o primeiro 1 do ntimero. A
cada casa, o expoente deve ser incremen-
tado. Acompanhe:

10111011.0100010100 x 2°
1011101.10100010100 x 2*
101110.110100010100 x 22
10111.0110100010100 x 23
1011.10110100010100 x 24
101.110110100010100 x 2°
10.1110110100010100 x 2
1.01110110100010100 x 27
.101110110100010100 x 2%
Note que as 7 linhas acima representam o
mesmo ndmero.

3. Como o ntmero é positivo, seu sinal é 0.

4. A poténcia do nimero é 8 que deve ser so-
mado com 15, totalizando 23. Agora, é
hora de converter o expoente em binério:
23(10) — 10111(2)

5. Finalmente, e hora de pegar 10 bits da man-
tissa, lembrando que o primeiro 1 (aquele
que fica depois do ponto) é omitido. A man-
tissa fica: 0111011010

6. o numero binario em formato binaryl6 é
0110111]10111011010

7. Se vocé converter este nimero para deci-
mal, vai encontrar 187.25, o que demonstra
a baixa precisdo deste formato (e explica
porque ele nao é usado).

I¥" Para vocé fazer

Interprete os 2 numeros bindrios a seguir como
binaryl6 inteiros e negativos e ache os valores de-
cimais
le?2.
1110000010110001
1101110111100100
e agora interprete os 4 ndmeros a seguir como
binaryl6 flutuantes e ache os decimais equivalen-

tes com 5 casas decimais

3,4, 5 ¢ 6.
1100111001001001
0011000011101101
0001111110000100
1010101101000101

Finalmente, converta os valores abaixo que es-
tao em decimal para o formato binaryl6
7e8.

137
-59.56
Responda aqui
1. 2.
111177 1117/
/1117 1117/
/1111 /111]
3 4. 5 6.
7
8

403-76625 - /
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(1° bit=1). Trocando uns-zeros fica (0100). So-
mando 1 fica (0101) que corresponde a 5. Como o
primeiro bit era 1, entdo —5. Acompanhe na ta-
bela de 4 bits:

Representacao de nimeros em ma-
quinas

Qualquer maquina digital (computadores, celula-
res, fornos de microondas, impressoras, I-pads, au-
tomoveis, avides, maquinas fotograficas, geladei-
ras, televisores, maquinas de dinheiro,...) precisa
manusear € armazenar nimeros.
primérdios do século XX tenha havido a tentagao
de representar nimeros por medidas analégicas, ra-
pidamente a qualidade da representagdo digital se
impos.

Todas essas maquinas usam légica bindria e
portanto usam bits (0 ou 1) internamente. Agra-
decamos a George Boole e a Claude Shannon por
isso. Em geral, para guardar um numero, todas
trabalham com quantidades fixas de bits, o que ao
fim e ao cabo implica em uma quantidade finita de
nimeros representaveis. Ou seja, na matematica
computacional estamos presos & matematica finita
de Karl Gauss e aos grupos de Evariste Galois.

Todos os demais niimeros sao obtidos por pro-
ximidade a algum ndmero desses que é representa-
vel, gerando aqui um erro de representagdo. Por
exemplo, 2, seu quadrado e o nimero 4 podem ser
representados em um computador usando Python.
J4, a raiz quadrada de 5 ndo pode (e quando obtida
é forcosamente arredondada) daf:

>>> 2%k ==
True

>>> ((5*%0.5)**2) ==

False

>>> dif=(((5%*0.5)*%2)-5)
>>> print (f'{dif:.24f}"')
0.000000000000000888178420

Inteiros

Os inteiros podem ser corretamente representados,
limitados ao tamanho do registro assim enten-
dido como a unidade de bits que sdo alocados
ao armazenamento de um nimero. Supondo n
bits, pode-se guardar até o ntimero 2" — 1. Por
exemplo, se n = 4 pode-se guardar até o 15. Néao
acredite em mim, faga as representagdes para se
convencer. Se n = 8, guarda-se até o 255. Se
n = 16 o limite agora é 65535, e assim por diante.
Note-se que esta representagdo é para inteiros sem
sinal (ou positivos). Se, se necessitar guardar
ndmeros negativos também, perde-se um bit (o
mais & esquerda) para o sinal e portanto o maior
nimero passa a ser 2"”! — 1 ¢ o menor, que 14
no caso sem sinal era o zero, agora é —2" 71
Por exemplo, se n = 8 o intervalo de represen-
tacdo é —127..0..127. Convenciona-se usar o bit
0 para positivo e o bit 1 para negativo e daqui:

11111111 = —(25 4+ ...+ 28 +29) = —127
10000001 = -1

10000000 = -0 (?)

00000000 = 0

01111111 = 26 42% 4 . 420 =127

As memorias tém crescido muito nos tltimos anos,
e os tamanhos agora sdo bem generosos. Por
exemplo, em C++4, inteiros podem ser de 8 ou
16 bits (j4 visto antes) mas também de 32 bits
(limite de 4.294.967.296) ou de 64 bits (limite de
18.446.744.073.709.551.616) ou a metade disso se
houver sinal. A menos de algum detalhe obscuro,
todas as plataformas de computadores comparti-
lham estes valores.

Inteiros negativos

Os negativos inteiros sdo representados como com-
plemento para 2. Esta operagdo naturalmente le-
vard o primeiro bit a ser 1 (positivos tém primeira
posigdo igual a zero). Mas a representagdo do ni-
mero é um pouco diferente do que seria esperado.
A regra é simples: Troque zeros por uns e vice-
versa. Some 1. Pronto. Eis um exemplo: Suponha
o numero (1011)2 como expressdo de um negativo

Desprezo de d1 Nao se armazena o di que
como se viu vale sempre 1. Agora a mantissa re-
presentada passa a ter os digitos daz,ds3,...dt+1 € a
posicdo normalizada do ponto passa a ser a direita

Reais ou flutuantes

A dificuldade inicial é como representar o inter-
valo —co..00 em um nimero limitado e fixo de bits.
Agora os bits disponiveis terdo que ser distribuidos
em diversos componentes do niimero a representar,
a saber

+dids...d, x grerez - em

Considerando que a base 3 é fixa na arquitetura,
ela nao precisa ser guardada a cada nimero. Res-
tam os digitos did2d, junto com o seu sinal, além
dos digitos ejes...ey, também com o seu sinal. O
conjunto dids...d,, é conhecido como mantissa do
numero e estd normalizado entre 0 e 1. Em outras
palavras, o nimero 127.345 seria representado por
0.127345 x 10°.

Padrao 16 bits original Esta representa-
cao classica nem é mais usada, mas vai-se comegar
com ela por razoes didaticas. Eis como funcionava
um sistema em ponto flutuante, com base binéria
(B = 2), com t = 10 digitos binadrios na mantissa

e expoentes limitados entre I = —15 e S = +15,
lembrando que (15)19 = (1111)2 e portanto o re-
gistro é

[sa]ld1}daldsldaldsldeld7]ds dold o] sfelexlesfed]

s1 sinal do ntimero (da mantissa). 0 — positivo e
1 — negativo

dy..d1p mantissa com 10 digitos bindrios significa-
tivos

so sinal do expoente: 0 - + e 1 — —

e1..eq4 expoente

Nessa representagdo os nimeros sdo armazenados

no formato normalizado (entre 0 e 1) logo, di # 0

e portanto o niimero é

v = (—1)i51(0~f)2 Qiemp

Nesse esquema, o menor valor representavel é
0.1000000000.11111 e este valor é 4(0.1)2 x 271° =
(271 x2718) 10 = (2719) 15 = 0.0000152587890625.

J& o maior valor € 0.1111111111.01111 Que vem
a ser (32736)10 ~ 2'°.

Finalmente o zero é 0.0000000000.11111. Lem-
brando que este é o inico ndmero nao normalizado,
pois sua mantissa é toda zero. Todo niimero me-
nor que o menor valor representavel acarreta un-
derflow enquanto todo niimero maior que o maior
representavel acarreta overflow.

Otimizacgoes - padrao IEEE754

Algumas caracteristicas do exposto foram alteradas
para ampliar a faixa de representacado e organizar a
representacdo. Primeiro, a mantissa e o expoente
tém seus locais invertidos.

Polarizagéo A idéia é inventar um valor fixo
e somé-lo a todos os expoentes, transformando um
nimero de 4 bits mais sinal em um nimero de 5
bits. Neste caso (16 bits) o valor de polarizagdo
é 15 e agora passa-se de —15..15 a 0..31. Isto é
possivel porque usando o sinal, tinham-se duas re-
presentacdes para o zero (40 e — 0) e isto é desne-
cessirio. Agora o nimero é visto como

v=(=1)%(0.f)2 2°7*°

Binario Hexad Decimal Compl. 2 de di =1 ou seja
0000 0 0 0
1 1 1 1 _15

88?0 2 2 p) v= (=)7L 277

0011 3 3 3

0100 1 1 1 flexibilizagdo da normalizacdo na

0101 5 5 5 mantissa O explicado acima tenderia a levan-

0110 6 6 6 tar o valor da menor representagdo possivel. Para

0111 7 7 7 evitar isso, quando e = 00000 (apés a subtracdo de

1000 8 8 -8 15) a normalizacdo do di = 1 é eliminada. Agora

1001 9 9 -7 o menor valor possivel é 0.00000.0000000001 que é
Ermbera 14 nos 1010 A 10 -6 igual a 0.0009765625. O padrao ficou assim:

1011 B 11 -5 [s [e(5d) [ f@od) |

1100 C 12 -4 [T ]2.6 | 7.16 |

1101 D 13 -3 O ntimero aqui armazenado obedece a algumas

1110 E 14 -2 regras:

1111 F 15 -1 se 0 < e < 31 entdo v = (—1)° 2°71% (1.f),

see=0e f#0entdov=(—1)° 271(0.f)

se e =0 e f = 0 entdo este ntumero é zero

se e = 31 = 2° — 1 entdo v pertence & regido de
overflow.

Outros formatos

Esta especificagdo foi levada a outros formatos, a
saber

B C D
formato exp erpio mant
binary16 5 dig 31 10 d
binary32 8 dig 255 23 d
binary64 11 dig | 2047 52 d
binary128 15 dig | 32767 112 d

Exemplo

Ache os valores negativos (por complemento a 2)
das variaveis

o
o
= O
o =
o
o o
e
o
= O
o
o
= o
o o
e
o o
o =

Sédo eles: -9371 e -5388
Agora, ache os flutuantes, com 7 casas deci-
mais, de

1100110001000010
0110000111001010
0110100001011001
1010111110001010

As respostas sao -8.515625, 370.5, 1113.0000000 e
-0.0588989257

Vamos ver etapa a etapa, como os resultados
acima foram encontrados: Comegando com o in-
teiro1101101101100101 (caso 1, acima).
Como o primeiro bit é 1, o niimero é negativo e pre-
cisamos inverté-lo. Fica001001001001101
0 e agora, soma-se 1 e fica00100100100110
1 1. A conversao deste niimero para base decimal
é 142+8+16+128+41024+8192=9371. Portanto a
resposta e -9371.

Tente achar por sua conta o segundo exemplo.

Quanto ao terceiro caso, o flutuante 1 1001 1
0001000010, devemos estudar a distribuicado
de bits. Vamos 14

1110011
s eeeee

| 0001000010
mmmmmMmmNmmnm

O sinal do nimero é obtido fazendo —1° e neste
caso o0 numero serd negativo.

O expoente é -15+19=4, portanto ao final ter-
se-4 que multiplicar a mantissa por 2% = 16

Finalmente a mantissa, é o nimero 0 0 0 1 0
00010, que deve ter um 1 colocado a frente
dando o binéario de 11 bits 1 0 0 0 1 0 0 0 O
1 0. Convertendo este ntimero a decimal tem-se
2+464+1024=1090, que deve ser dividido por 2'* =
2048 dando 1090/2048 = 0.5322265625 que multi-
pilcado por 16 da 0.5322265625 X 16 = 8.515625 ou
-8.515625.

Vamos ao quartocaso: 011000011100
10100u0|111000]01110010100
numero é positivo, e seu expoente é -15+24=9. A
mantissa ¢ 1,01 11001010 = 1482. Ao final,
o niimero é 4+2° x (1482/2048) = 370.5.

Tente resolver agora o quinto e o sexto casos.



Como o sistema converte

Agora, a grande questdao: quando vocé digita um
nimero em um programa ou em uma tela, o com-
putador precisa registrar este nimero na meméria,
usando um dos formatos aqui estudados. Vamos
estudar o processo de conversdo decimal — float
e para campos de 16 bits. Vale a referéncia de este
tamanho de campo nao é mais usado, e s6 estd aqui
pela facilidade e simplicidade dos célculos envolvi-
dos. Vamos por etapas:

1. Dado um ndmero real, por exemplo 183.27,
a primeira coisa a fazer é converter este ni-
mero em bindrio. Fica:

187.27(10) — 10111011.01000101002)

2. Agora, o ponto decimal deve ser levado a
esquerda, até o primeiro 1 do ntimero. A
cada casa, o expoente deve ser incremen-
tado. Acompanhe:

10111011.0100010100 x 2°
1011101.10100010100 x 2*
101110.110100010100 x 22
10111.0110100010100 x 23
1011.10110100010100 x 24
101.110110100010100 x 2°
10.1110110100010100 x 2
1.01110110100010100 x 27
.101110110100010100 x 2%
Note que as 7 linhas acima representam o
mesmo ndmero.

3. Como o ntmero é positivo, seu sinal é 0.

4. A poténcia do nimero é 8 que deve ser so-
mado com 15, totalizando 23. Agora, é
hora de converter o expoente em binério:
23(10) — 10111(2)

5. Finalmente, e hora de pegar 10 bits da man-
tissa, lembrando que o primeiro 1 (aquele
que fica depois do ponto) é omitido. A man-
tissa fica: 0111011010

6. o numero binario em formato binaryl6 é
0110111]10111011010

7. Se vocé converter este nimero para deci-
mal, vai encontrar 187.25, o que demonstra
a baixa precisdo deste formato (e explica
porque ele nao é usado).

I¥" Para vocé fazer

Interprete os 2 numeros bindrios a seguir como
binaryl6 inteiros e negativos e ache os valores de-
cimais
le?2.
111

111
111 000

=)
[T

01001110
10000111
e agora interprete os 4 ndmeros a seguir como
binaryl6 flutuantes e ache os decimais equivalen-

tes com 5 casas decimais

3,4,5e6.
0100011000111110
1000111000001000
0110101011010111
1001110110101110

Finalmente, converta os valores abaixo que es-
tao em decimal para o formato binaryl6
7e8.

97
-57.84
Responda aqui
1. 2.
111177 1117/
/1117 1117/
/1111 /111]
3 4. 5 6.
7
8

403-76632 - /
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(1° bit=1). Trocando uns-zeros fica (0100). So-
mando 1 fica (0101) que corresponde a 5. Como o
primeiro bit era 1, entdo —5. Acompanhe na ta-
bela de 4 bits:

/

Representacao de nimeros em ma-
quinas

Qualquer maquina digital (computadores, celula-
res, fornos de microondas, impressoras, I-pads, au-
tomoveis, avides, maquinas fotograficas, geladei-
ras, televisores, maquinas de dinheiro,...) precisa
manusear e armazenar numeros. Embora 14 nos
primérdios do século XX tenha havido a tentagao
de representar nimeros por medidas analégicas, ra-
pidamente a qualidade da representagdo digital se
impos.

Todas essas maquinas usam légica bindria e
portanto usam bits (0 ou 1) internamente. Agra-
decamos a George Boole e a Claude Shannon por
isso. Em geral, para guardar um ntmero, todas
trabalham com quantidades fixas de bits, o que ao
fim e ao cabo implica em uma quantidade finita de
nimeros representaveis. Ou seja, na matematica
computacional estamos presos & matematica finita
de Karl Gauss e aos grupos de Evariste Galois.

Todos os demais niimeros sao obtidos por pro-
ximidade a algum ndmero desses que é representa-
vel, gerando aqui um erro de representagdo. Por
exemplo, 2, seu quadrado e o nimero 4 podem ser
representados em um computador usando Python.
J4, a raiz quadrada de 5 ndo pode (e quando obtida
é forcosamente arredondada) daf:

>>> 2%k ==
True

>>> ((5*%0.5)**2) ==

False

>>> dif=(((5%*0.5)*%2)-5)
>>> print (f'{dif:.24f}"')
0.000000000000000888178420

Inteiros

Os inteiros podem ser corretamente representados,
limitados ao tamanho do registro assim enten-
dido como a unidade de bits que sdo alocados
ao armazenamento de um nimero. Supondo n
bits, pode-se guardar até o ntimero 2" — 1. Por
exemplo, se n = 4 pode-se guardar até o 15. Néao
acredite em mim, faga as representagdes para se
convencer. Se n = 8, guarda-se até o 255. Se
n = 16 o limite agora é 65535, e assim por diante.
Note-se que esta representagdo é para inteiros sem
sinal (ou positivos). Se, se necessitar guardar
ndmeros negativos também, perde-se um bit (o
mais & esquerda) para o sinal e portanto o maior
nimero passa a ser 2"”! — 1 ¢ o menor, que 14
no caso sem sinal era o zero, agora é —2" 71
Por exemplo, se n = 8 o intervalo de represen-
tacdo é —127..0..127. Convenciona-se usar o bit
0 para positivo e o bit 1 para negativo e daqui:

11111111 = —(25 4+ ...+ 28 +29) = —127
10000001 = -1

10000000 = -0 (?)

00000000 = 0

01111111 = 26 42% 4 . 420 =127

As memorias tém crescido muito nos tltimos anos,
e os tamanhos agora sdo bem generosos. Por
exemplo, em C++4, inteiros podem ser de 8 ou
16 bits (j4 visto antes) mas também de 32 bits
(limite de 4.294.967.296) ou de 64 bits (limite de
18.446.744.073.709.551.616) ou a metade disso se
houver sinal. A menos de algum detalhe obscuro,
todas as plataformas de computadores comparti-
lham estes valores.

Inteiros negativos

Os negativos inteiros sdo representados como com-
plemento para 2. Esta operagdo naturalmente le-
vard o primeiro bit a ser 1 (positivos tém primeira
posigdo igual a zero). Mas a representagdo do ni-
mero é um pouco diferente do que seria esperado.
A regra é simples: Troque zeros por uns e vice-
versa. Some 1. Pronto. Eis um exemplo: Suponha
o numero (1011)2 como expressdo de um negativo

Desprezo de d1 Nao se armazena o di que
como se viu vale sempre 1. Agora a mantissa re-
presentada passa a ter os digitos daz,ds3,...dt+1 € a
posicdo normalizada do ponto passa a ser a direita

Reais ou flutuantes

A dificuldade inicial é como representar o inter-
valo —co..00 em um nimero limitado e fixo de bits.
Agora os bits disponiveis terdo que ser distribuidos
em diversos componentes do niimero a representar,
a saber

+dids...d, x grerez - em

Considerando que a base 3 é fixa na arquitetura,
ela nao precisa ser guardada a cada nimero. Res-
tam os digitos did2d, junto com o seu sinal, além
dos digitos ejes...ey, também com o seu sinal. O
conjunto dids...d,, é conhecido como mantissa do
numero e estd normalizado entre 0 e 1. Em outras
palavras, o nimero 127.345 seria representado por
0.127345 x 10°.

Padrao 16 bits original Esta representa-
cao classica nem é mais usada, mas vai-se comegar
com ela por razoes didaticas. Eis como funcionava
um sistema em ponto flutuante, com base binéria
(B = 2), com t = 10 digitos binadrios na mantissa

e expoentes limitados entre I = —15 e S = +15,
lembrando que (15)19 = (1111)2 e portanto o re-
gistro é

[sa]ld1}daldsldaldsldeld7]ds dold o] sfelexlesfed]

s1 sinal do ntimero (da mantissa). 0 — positivo e
1 — negativo

dy..d1p mantissa com 10 digitos bindrios significa-
tivos

so sinal do expoente: 0 - + e 1 — —

e1..eq4 expoente

Nessa representagdo os nimeros sdo armazenados

no formato normalizado (entre 0 e 1) logo, di # 0

e portanto o niimero é

v = (—1)i51(0~f)2 Qiemp

Nesse esquema, o menor valor representavel é
0.1000000000.11111 e este valor é 4(0.1)2 x 271° =
(271 x2718) 10 = (2719) 15 = 0.0000152587890625.

J& o maior valor € 0.1111111111.01111 Que vem
a ser (32736)10 ~ 2'°.

Finalmente o zero é 0.0000000000.11111. Lem-
brando que este é o inico ndmero nao normalizado,
pois sua mantissa é toda zero. Todo niimero me-
nor que o menor valor representavel acarreta un-
derflow enquanto todo niimero maior que o maior
representavel acarreta overflow.

Otimizacgoes - padrao IEEE754

Algumas caracteristicas do exposto foram alteradas
para ampliar a faixa de representacado e organizar a
representacdo. Primeiro, a mantissa e o expoente
tém seus locais invertidos.

Polarizagéo A idéia é inventar um valor fixo
e somé-lo a todos os expoentes, transformando um
nimero de 4 bits mais sinal em um nimero de 5
bits. Neste caso (16 bits) o valor de polarizagdo
é 15 e agora passa-se de —15..15 a 0..31. Isto é
possivel porque usando o sinal, tinham-se duas re-
presentacdes para o zero (40 e — 0) e isto é desne-
cessirio. Agora o nimero é visto como

v=(=1)%(0.f)2 2°7*°

Binario Hexad Decimal Compl. 2 de di =1 ou seja
0000 0 0 0

1 1 1 1 _15
88?0 2 2 p) v= (=)7L 277
0011 3 3 3
0100 1 1 1 flexibilizagdo da normalizacdo na
0101 5 5 5 mantissa O explicado acima tenderia a levan-
0110 6 6 6 tar o valor da menor representagdo possivel. Para
0111 7 7 7 evitar isso, quando e = 00000 (apés a subtracdo de
1000 8 8 -8 15) a normalizacdo do di = 1 é eliminada. Agora
1001 9 9 -7 o menor valor possivel é 0.00000.0000000001 que é
1010 A 10 -6 igual a 0.0009765625. O padrao ficou assim:
1011 B 11 -5 [s [e(5d) [ f@od) |
1100 C 12 -4 [T ]2.6 | 7.16 |
1101 D 13 -3 O ntimero aqui armazenado obedece a algumas
1110 E 14 -2 regras:
1111 F 15 -1 se 0 < e < 31 entdo v = (—1)° 2°71% (1.f),

see=0e f#0entdov=(—1)° 271(0.f)

se e =0 e f = 0 entdo este ntumero é zero

se e = 31 = 2° — 1 entdo v pertence & regido de
overflow.

Outros formatos

Esta especificagdo foi levada a outros formatos, a
saber

B C D
formato exp erpio mant
binary16 5 dig 31 10 d
binary32 8 dig 255 23 d
binary64 11 dig | 2047 52 d
binary128 15 dig | 32767 112 d

Exemplo

Ache os valores negativos (por complemento a 2)
das variaveis

o
o
= O
o =
o
o o
e
o
= O
o
o
= o
o o
e
o o
o =

Sédo eles: -9371 e -5388
Agora, ache os flutuantes, com 7 casas deci-
mais, de

1100110001000010
0110000111001010
0110100001011001
1010111110001010

As respostas sao -8.515625, 370.5, 1113.0000000 e
-0.0588989257

Vamos ver etapa a etapa, como os resultados
acima foram encontrados: Comegando com o in-
teiro1101101101100101 (caso 1, acima).
Como o primeiro bit é 1, o niimero é negativo e pre-
cisamos inverté-lo. Fica001001001001101
0 e agora, soma-se 1 e fica00100100100110
1 1. A conversao deste niimero para base decimal
é 142+8+16+128+41024+8192=9371. Portanto a
resposta e -9371.

Tente achar por sua conta o segundo exemplo.

Quanto ao terceiro caso, o flutuante 1 1001 1
0001000010, devemos estudar a distribuicado
de bits. Vamos 14

1110011
s eeeee

| 0001000010
mmmmmMmmNmmnm

O sinal do nimero é obtido fazendo —1° e neste
caso o0 numero serd negativo.

O expoente é -15+19=4, portanto ao final ter-
se-4 que multiplicar a mantissa por 2% = 16

Finalmente a mantissa, é o nimero 0 0 0 1 0
00010, que deve ter um 1 colocado a frente
dando o binéario de 11 bits 1 0 0 0 1 0 0 0 O
1 0. Convertendo este ntimero a decimal tem-se
2+464+1024=1090, que deve ser dividido por 2'* =
2048 dando 1090/2048 = 0.5322265625 que multi-
pilcado por 16 da 0.5322265625 X 16 = 8.515625 ou
-8.515625.

Vamos ao quartocaso: 011000011100
10100u0|111000]01110010100
numero é positivo, e seu expoente é -15+24=9. A
mantissa ¢ 1,01 11001010 = 1482. Ao final,
o niimero é 4+2° x (1482/2048) = 370.5.

Tente resolver agora o quinto e o sexto casos.



Como o sistema converte

Agora, a grande questdao: quando vocé digita um
nimero em um programa ou em uma tela, o com-
putador precisa registrar este nimero na meméria,
usando um dos formatos aqui estudados. Vamos
estudar o processo de conversdo decimal — float
e para campos de 16 bits. Vale a referéncia de este
tamanho de campo nao é mais usado, e s6 estd aqui
pela facilidade e simplicidade dos célculos envolvi-
dos. Vamos por etapas:

1. Dado um ndmero real, por exemplo 183.27,
a primeira coisa a fazer é converter este ni-
mero em bindrio. Fica:

187.27(10) — 10111011.01000101002)

2. Agora, o ponto decimal deve ser levado a
esquerda, até o primeiro 1 do ntimero. A
cada casa, o expoente deve ser incremen-
tado. Acompanhe:

10111011.0100010100 x 2°
1011101.10100010100 x 2*
101110.110100010100 x 22
10111.0110100010100 x 23
1011.10110100010100 x 24
101.110110100010100 x 2°
10.1110110100010100 x 2
1.01110110100010100 x 27
.101110110100010100 x 2%
Note que as 7 linhas acima representam o
mesmo ndmero.

3. Como o ntmero é positivo, seu sinal é 0.

4. A poténcia do nimero é 8 que deve ser so-
mado com 15, totalizando 23. Agora, é
hora de converter o expoente em binério:
23(10) — 10111(2)

5. Finalmente, e hora de pegar 10 bits da man-
tissa, lembrando que o primeiro 1 (aquele
que fica depois do ponto) é omitido. A man-
tissa fica: 0111011010

6. o numero binario em formato binaryl6 é
0110111]10111011010

7. Se vocé converter este nimero para deci-
mal, vai encontrar 187.25, o que demonstra
a baixa precisdo deste formato (e explica
porque ele nao é usado).

I¥" Para vocé fazer

Interprete os 2 numeros bindrios a seguir como
binaryl6 inteiros e negativos e ache os valores de-
cimais
le?2.
1110101000100111
1111001001101001
e agora interprete os 4 ndmeros a seguir como
binaryl6 flutuantes e ache os decimais equivalen-
tes com 5 casas decimais

3,4, 5 ¢ 6.

O O O
o = O O
o = OO
RO R
o = K~ O
O O = =
= O O O
O O
O = B O
i
Ll =)
O R R
oOr RO
k=]

Finalmente, converta os valores abaixo que es-
tao em decimal para o formato binaryl6
7e8.

107
-44 .22
Responda aqui
1. 2.
111177 1117/
/1117 1117/
/1111 /111]
3 4. 5 6.
7
8
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(1° bit=1). Trocando uns-zeros fica (0100). So-
mando 1 fica (0101) que corresponde a 5. Como o
primeiro bit era 1, entdo —5. Acompanhe na ta-
bela de 4 bits:

Representacao de nimeros em ma-
quinas

Qualquer maquina digital (computadores, celula-
res, fornos de microondas, impressoras, I-pads, au-
tomoveis, avides, maquinas fotograficas, geladei-
ras, televisores, maquinas de dinheiro,...) precisa
manusear € armazenar nimeros.
primérdios do século XX tenha havido a tentagao
de representar nimeros por medidas analégicas, ra-
pidamente a qualidade da representagdo digital se
impos.

Todas essas maquinas usam légica bindria e
portanto usam bits (0 ou 1) internamente. Agra-
decamos a George Boole e a Claude Shannon por
isso. Em geral, para guardar um numero, todas
trabalham com quantidades fixas de bits, o que ao
fim e ao cabo implica em uma quantidade finita de
nimeros representaveis. Ou seja, na matematica
computacional estamos presos & matematica finita
de Karl Gauss e aos grupos de Evariste Galois.

Todos os demais niimeros sao obtidos por pro-
ximidade a algum ndmero desses que é representa-
vel, gerando aqui um erro de representagdo. Por
exemplo, 2, seu quadrado e o nimero 4 podem ser
representados em um computador usando Python.
J4, a raiz quadrada de 5 ndo pode (e quando obtida
é forcosamente arredondada) daf:

>>> 2%k ==
True

>>> ((5*%0.5)**2) ==

False

>>> dif=(((5%*0.5)*%2)-5)
>>> print (f'{dif:.24f}"')
0.000000000000000888178420

Inteiros

Os inteiros podem ser corretamente representados,
limitados ao tamanho do registro assim enten-
dido como a unidade de bits que sdo alocados
ao armazenamento de um nimero. Supondo n
bits, pode-se guardar até o ntimero 2" — 1. Por
exemplo, se n = 4 pode-se guardar até o 15. Néao
acredite em mim, faga as representagdes para se
convencer. Se n = 8, guarda-se até o 255. Se
n = 16 o limite agora é 65535, e assim por diante.
Note-se que esta representagdo é para inteiros sem
sinal (ou positivos). Se, se necessitar guardar
ndmeros negativos também, perde-se um bit (o
mais & esquerda) para o sinal e portanto o maior
nimero passa a ser 2"”! — 1 ¢ o menor, que 14
no caso sem sinal era o zero, agora é —2" 71
Por exemplo, se n = 8 o intervalo de represen-
tacdo é —127..0..127. Convenciona-se usar o bit
0 para positivo e o bit 1 para negativo e daqui:

11111111 = —(25 4+ ...+ 28 +29) = —127
10000001 = -1

10000000 = -0 (?)

00000000 = 0

01111111 = 26 42% 4 . 420 =127

As memorias tém crescido muito nos tltimos anos,
e os tamanhos agora sdo bem generosos. Por
exemplo, em C++4, inteiros podem ser de 8 ou
16 bits (j4 visto antes) mas também de 32 bits
(limite de 4.294.967.296) ou de 64 bits (limite de
18.446.744.073.709.551.616) ou a metade disso se
houver sinal. A menos de algum detalhe obscuro,
todas as plataformas de computadores comparti-
lham estes valores.

Inteiros negativos

Os negativos inteiros sdo representados como com-
plemento para 2. Esta operagdo naturalmente le-
vard o primeiro bit a ser 1 (positivos tém primeira
posigdo igual a zero). Mas a representagdo do ni-
mero é um pouco diferente do que seria esperado.
A regra é simples: Troque zeros por uns e vice-
versa. Some 1. Pronto. Eis um exemplo: Suponha
o numero (1011)2 como expressdo de um negativo

Desprezo de d1 Nao se armazena o di que
como se viu vale sempre 1. Agora a mantissa re-
presentada passa a ter os digitos daz,ds3,...dt+1 € a
posicdo normalizada do ponto passa a ser a direita

Reais ou flutuantes

A dificuldade inicial é como representar o inter-
valo —co..00 em um nimero limitado e fixo de bits.
Agora os bits disponiveis terdo que ser distribuidos
em diversos componentes do niimero a representar,
a saber

+dids...d, x grerez - em

Considerando que a base 3 é fixa na arquitetura,
ela nao precisa ser guardada a cada nimero. Res-
tam os digitos did2d, junto com o seu sinal, além
dos digitos ejes...ey, também com o seu sinal. O
conjunto dids...d,, é conhecido como mantissa do
numero e estd normalizado entre 0 e 1. Em outras
palavras, o nimero 127.345 seria representado por
0.127345 x 10°.

Padrao 16 bits original Esta representa-
cao classica nem é mais usada, mas vai-se comegar
com ela por razoes didaticas. Eis como funcionava
um sistema em ponto flutuante, com base binéria
(B = 2), com t = 10 digitos binadrios na mantissa

e expoentes limitados entre I = —15 e S = +15,
lembrando que (15)19 = (1111)2 e portanto o re-
gistro é

[sa]ld1}daldsldaldsldeld7]ds dold o] sfelexlesfed]

s1 sinal do ntimero (da mantissa). 0 — positivo e
1 — negativo

dy..d1p mantissa com 10 digitos bindrios significa-
tivos

so sinal do expoente: 0 - + e 1 — —

e1..eq4 expoente

Nessa representagdo os nimeros sdo armazenados

no formato normalizado (entre 0 e 1) logo, di # 0

e portanto o niimero é

v = (—1)i51(0~f)2 Qiemp

Nesse esquema, o menor valor representavel é
0.1000000000.11111 e este valor é 4(0.1)2 x 271° =
(271 x2718) 10 = (2719) 15 = 0.0000152587890625.

J& o maior valor € 0.1111111111.01111 Que vem
a ser (32736)10 ~ 2'°.

Finalmente o zero é 0.0000000000.11111. Lem-
brando que este é o inico ndmero nao normalizado,
pois sua mantissa é toda zero. Todo niimero me-
nor que o menor valor representavel acarreta un-
derflow enquanto todo niimero maior que o maior
representavel acarreta overflow.

Otimizacgoes - padrao IEEE754

Algumas caracteristicas do exposto foram alteradas
para ampliar a faixa de representacado e organizar a
representacdo. Primeiro, a mantissa e o expoente
tém seus locais invertidos.

Polarizagéo A idéia é inventar um valor fixo
e somé-lo a todos os expoentes, transformando um
nimero de 4 bits mais sinal em um nimero de 5
bits. Neste caso (16 bits) o valor de polarizagdo
é 15 e agora passa-se de —15..15 a 0..31. Isto é
possivel porque usando o sinal, tinham-se duas re-
presentacdes para o zero (40 e — 0) e isto é desne-
cessirio. Agora o nimero é visto como

v=(=1)%(0.f)2 2°7*°

Binario Hexad Decimal Compl. 2 de di =1 ou seja
0000 0 0 0
1 1 1 1 _15

88?0 2 2 p) v= (=)7L 277

0011 3 3 3

0100 1 1 1 flexibilizagdo da normalizacdo na

0101 5 5 5 mantissa O explicado acima tenderia a levan-

0110 6 6 6 tar o valor da menor representagdo possivel. Para

0111 7 7 7 evitar isso, quando e = 00000 (apés a subtracdo de

1000 8 8 -8 15) a normalizacdo do di = 1 é eliminada. Agora

1001 9 9 -7 o menor valor possivel é 0.00000.0000000001 que é
Ermbera 14 nos 1010 A 10 -6 igual a 0.0009765625. O padrao ficou assim:

1011 B 11 -5 [s [e(5d) [ f@od) |

1100 C 12 -4 [T ]2.6 | 7.16 |

1101 D 13 -3 O ntimero aqui armazenado obedece a algumas

1110 E 14 -2 regras:

1111 F 15 -1 se 0 < e < 31 entdo v = (—1)° 2°71% (1.f),

see=0e f#0entdov=(—1)° 271(0.f)

se e =0 e f = 0 entdo este ntumero é zero

se e = 31 = 2° — 1 entdo v pertence & regido de
overflow.

Outros formatos

Esta especificagdo foi levada a outros formatos, a
saber

B C D
formato exp erpio mant
binary16 5 dig 31 10 d
binary32 8 dig 255 23 d
binary64 11 dig | 2047 52 d
binary128 15 dig | 32767 112 d

Exemplo

Ache os valores negativos (por complemento a 2)
das variaveis

o
o
= O
o =
o
o o
e
o
= O
o
o
= o
o o
e
o o
o =

Sédo eles: -9371 e -5388
Agora, ache os flutuantes, com 7 casas deci-
mais, de

1100110001000010
0110000111001010
0110100001011001
1010111110001010

As respostas sao -8.515625, 370.5, 1113.0000000 e
-0.0588989257

Vamos ver etapa a etapa, como os resultados
acima foram encontrados: Comegando com o in-
teiro1101101101100101 (caso 1, acima).
Como o primeiro bit é 1, o niimero é negativo e pre-
cisamos inverté-lo. Fica001001001001101
0 e agora, soma-se 1 e fica00100100100110
1 1. A conversao deste niimero para base decimal
é 142+8+16+128+41024+8192=9371. Portanto a
resposta e -9371.

Tente achar por sua conta o segundo exemplo.

Quanto ao terceiro caso, o flutuante 1 1001 1
0001000010, devemos estudar a distribuicado
de bits. Vamos 14

1110011
s eeeee

| 0001000010
mmmmmMmmNmmnm

O sinal do nimero é obtido fazendo —1° e neste
caso o0 numero serd negativo.

O expoente é -15+19=4, portanto ao final ter-
se-4 que multiplicar a mantissa por 2% = 16

Finalmente a mantissa, é o nimero 0 0 0 1 0
00010, que deve ter um 1 colocado a frente
dando o binéario de 11 bits 1 0 0 0 1 0 0 0 O
1 0. Convertendo este ntimero a decimal tem-se
2+464+1024=1090, que deve ser dividido por 2'* =
2048 dando 1090/2048 = 0.5322265625 que multi-
pilcado por 16 da 0.5322265625 X 16 = 8.515625 ou
-8.515625.

Vamos ao quartocaso: 011000011100
10100u0|111000]01110010100
numero é positivo, e seu expoente é -15+24=9. A
mantissa ¢ 1,01 11001010 = 1482. Ao final,
o niimero é 4+2° x (1482/2048) = 370.5.

Tente resolver agora o quinto e o sexto casos.



Como o sistema converte

Agora, a grande questdao: quando vocé digita um
nimero em um programa ou em uma tela, o com-
putador precisa registrar este nimero na meméria,
usando um dos formatos aqui estudados. Vamos
estudar o processo de conversdo decimal — float
e para campos de 16 bits. Vale a referéncia de este
tamanho de campo nao é mais usado, e s6 estd aqui
pela facilidade e simplicidade dos célculos envolvi-
dos. Vamos por etapas:

1. Dado um ndmero real, por exemplo 183.27,
a primeira coisa a fazer é converter este ni-
mero em bindrio. Fica:

187.27(10) — 10111011.01000101002)

2. Agora, o ponto decimal deve ser levado a
esquerda, até o primeiro 1 do ntimero. A
cada casa, o expoente deve ser incremen-
tado. Acompanhe:

10111011.0100010100 x 2°
1011101.10100010100 x 2*
101110.110100010100 x 22
10111.0110100010100 x 23
1011.10110100010100 x 24
101.110110100010100 x 2°
10.1110110100010100 x 2
1.01110110100010100 x 27
.101110110100010100 x 2%
Note que as 7 linhas acima representam o
mesmo ndmero.

3. Como o ntmero é positivo, seu sinal é 0.

4. A poténcia do nimero é 8 que deve ser so-
mado com 15, totalizando 23. Agora, é
hora de converter o expoente em binério:
23(10) — 10111(2)

5. Finalmente, e hora de pegar 10 bits da man-
tissa, lembrando que o primeiro 1 (aquele
que fica depois do ponto) é omitido. A man-
tissa fica: 0111011010

6. o numero binario em formato binaryl6 é
0110111]10111011010

7. Se vocé converter este nimero para deci-
mal, vai encontrar 187.25, o que demonstra
a baixa precisdo deste formato (e explica
porque ele nao é usado).

I¥" Para vocé fazer

Interprete os 2 numeros bindrios a seguir como
binaryl6 inteiros e negativos e ache os valores de-
cimais
le?2.
1111110100011011
1110000011011101
e agora interprete os 4 ndmeros a seguir como
binaryl6 flutuantes e ache os decimais equivalen-

tes com 5 casas decimais

3,4, 5 ¢ 6.
1011000110100100
0000111111111100
0110111100001000
0010111010101100

Finalmente, converta os valores abaixo que es-
tao em decimal para o formato binaryl6
7e8.

140
-56.98
Responda aqui
1. 2.
111177 1117/
/1117 1117/
/1111 /111]
3 4. 5 6.
7
8
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