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Dia 3 de setembro de 1989 Maracana
lotado para assistir ao Brasil X Chile, pelas eli-
minatérias da Copa do Mundo de 90. Longe dali,
em algum ponto a principio entre Marabd e Belém,
Cezar Augusto Garcez comanda um voo cego. Per-
dido em pleno ar, tenta se posicionar. Localiza, em
vao, uma radio que transmitia a partida que en-
traria para a histéria como “o jogo da fogueteira”.
Aquele voo também estaria nos jornais no dia se-
guinte: “Avido desaparece na Amazoénia”, publicou
O Globo.

Heréi e vilao, ao mesmo tempo, o comandante
Garcez é a principal personagem do RG-254 que
caiu na selva amazonica em 1989. O que deveria
ser um voo rotineiro se transformou numa tragédia.
Desorientado, Garcez permaneceu durante trés ho-
ras em vdo cego. Temendo que o erro fosse desco-
berto, passou diversas informagoes truncadas para
a base, afirmou estar onde nao estava. Sem com-
bustivel, arriscou o aparentemente impossivel: um
pouso na copa das arvores, em plena noite, com
visibilidade praticamente nula. Garcez foi acusado
de negligenciar rotinas bésicas da aviagdo. Por ou-
tro lado, salvou a vida de muitos passageiros ao
conseguir aterrissar a aeronave e cuidar dos feri-
dos. Ainda hoje, aguarda julgamento.

A desorientacgao completa em voo, embora rara
(todo o treinamento dos pilotos é para impedir
isso), de vez em quando d4 as caras. H& um
episédio famoso, durante a crise dos misseis em
Cuba, em que um piloto de U2, Charles Maultsby,
resolveu se perder no Polo Norte. Desorientado,
acabou entrando mais de 500 Km em territério da
antiga Unido Soviética.

Teve uma sorte dos diabos, se achou e retor-
nou, mas o dia escolhido por ele para se perder
nao podia ser pior: Foi dia 27 de outubro de 1962,
o dia em que o mundo esteve mais préximo da IV
Guerra Mundial, que seria também a tultima: a hu-
manidade teria sido aniquilada. Alids, os russos
juravam que a missdo do U2 era preparar a invasao
dos misseis.

GPS Na década de 70, os EUA comecaram a
projetar e implementar o sistema conhecido como
GPS (Global Positioning System). O primeiro
satélite Navstar foi langado em 1978. O obje-
tivo principal era permitir que os estimados 40.000
usudrios militares americanos se orientassem sobre
a terra. Os civis comegaram a usar o sistema a
partir da década de 80. Hoje, estima-se em mais
de 50.000.000 de dispositivos capazes de receber os
sinais de GPS e apresentar uma estimativa de lo-
calizagao.

Além do sistema americano, existe o russo
Glonass de uso exclusivo pelos militares e a partir
da tultima semana de 2005, o sistema Galileu cons-
truido e operado pela Agéncia Espacial Européia.
H& também o chinés, chamado Beidou.

A grande explosao de uso, vem quando celula-
res e automdéveis comegam a vir de fiabrica com a
possibilidade de informar sua localizagao. Associ-
ados a sistemas de mapas embarcados, podem in-
formar ao motorista qual caminho tomar para ir
virtualmente a qualquer lugar sobre a superficie
terrestre. Associados a telefones celulares, podem
informar a localizagdo do telefone. Associados a
sistemas de protegao contra roubo de automéveis,
informam a localizagdo em tempo real e assim por
diante. A lista de aplicagbes possiveis parece ines-
gotavel. Seja como for surge uma tendéncia muito
forte que é, ao cadastrar um imével, cadastrar
também suas coordenadas geogréficas.

Todos os sistemas acima se baseiam na tri-
angulagdo (ou quadrangulacdo) do receptor em
relagdo a 3 ou 4 (ou mais) satélites em érbita da
terra.

O sistema comega pela identificagdo de diver-
sos pontos fixos sobre a superficie terrestre. Tais
pontos contam com estagdes transmissoras e per-
mitem a cada satélite a recepcdo de diversos pon-
tos. Medindo o tempo gasto por cada sinal desde a
estagdo terrena até o satélite, e fazendo isso com di-
versas estacOes, o satélite conhece sua real posigao
com precisdo de centimetros.

Cada satélite possui um relégio atémico, inte-
grado & rede GPS e que garante precisdo de tempo

de 1 bilionésimo de segundo.

Todos os satélites emitem 2 mensagens: A pri-
meira, envia a identificagdo do satélite, sua posicao
no espago e sua hora interna. Uma segunda men-
sagem é uma seqiiéncia de impulsos digitais em um
padrao inconfundivel.

Tudo funciona como se o receptor também
gerasse no mesmo instante de tempo a mesma
seqiiéncia de impulsos digitais. Da anélise dos dois
sinais (o gerado pelo satélite e o gerado interna-
mente no receptor) é possivel medir o retardo do
sinal do satélite. Conhecendo a velocidade da luz
(fixa e igual a 299.792.458 m/seg) e conhecendo o
tempo gasto pelo sinal do satélite ao receptor, é
possivel estabelecer a distancia entre satélite e re-
ceptor.

Daqui, pode-se inferir que o receptor esta so-
bre a esfera de centro z,y,z (as coordenadas no
espaco do satélite) e de raio R, que é a distancia
entre o receptor e o satélite.

Ao fazer o mesmo cdlculo com um segundo
satélite, obtem-se uma segunda esfera, e o receptor
estd sobre o circulo de intersec¢do das duas esferas.

Finalmente ao fazer o cdlculo com um terceiro
satélite, obtém-se uma terceira esfera. O receptor
ainda pertence as 3 esferas, e a interseccdao das 3
apresenta apenas 2 pontos no espaco. Um deles
apenas sobre a superficie terrestre, e logo esta é a
posigao do receptor, com precisao de metros.

Problemas Seos receptores pudessem ter um
relégio atéomico 3 satélites bastariam. Como um
relégio atomico é muito caro e pesado, os recep-
tores usam reldgios de quartzo comum (sujeitos a
erros de 1 seg/dia).

Entao usa-se um quarto satélite para refazer os
cédlculos e permitir acertar o atraso/adiantamento
do relégio local ao relégio da rede.

Se o usudrio estiver em movimento, os sinais
ainda vém afetados pelo efeito Doppler, que pre-
cisa ser analiticamente corrigido antes de estabe-
lecer a posi¢do do receptor. Idem para os efeitos
relativisticos associados.

O sistema americano usa duas radio-
freqiiéncias: L1 e L2. A L1 é chamada Sinal
Civil, embora os militares também a usem. A L2 é
de uso exclusivo militar, j& que seus cédigos (a se-
gunda parte das mensagens) nao sao publicos e sdo
protegidos por criptografia. Ao usar apenas o sinal
L1, receptores conseguem determinar sua posicao
com erros de 5 a 10 m, causados pela agdo da
ionosfera. A camada de ar sobre a terra aumenta
a densidade da atmosfera, causando refragao nos
sinais. E como um l4pis colocado dentro de um
copo de agua.

A poténcia de um satélite é de 500W, o equiva-
lente a 5 lampadas de 100W. Apenas para efeito de
comparagao, o sinal de TV de um satélite é 1 bilhao
de vezes mais forte. Este fato permite que inter-
feréncias (as vezes propositais) obscurecam ou até
invalidem o sinal dos satélites. Este fato é usado
em teatros de guerra, quando as forgas americanas
introduzem geradores locais de ruido centrados na
banda usada pelo sistema. Essa é a razao pela qual
embora o sistema seja ptblico, russos e europeus
tratam de ter cada um o seu.

Dois amigos

Vamos simular o cdlculo de uma posi¢cdo desco-
nhecida usando triangulagdo, mas vamos trabalhar
apenas em 2D, que ninguém aqui estd a fim de en-
louquecer por causa da geometria analitica. ;-)

Suponhamos uma regido plana, na qual dois
pontos tem coordenadas conhecidas. Vocé vai co-
locar 2 amigos, um em cada ponto, todos munidos
de relégios precisos.

Vocé combinou que as 14h00, um dos seus ami-
gos dard um tiro de canhdo. Nessa mesma hora,
vocé ligard um cronémetro. Alguns segundos ou
minutos depois, vocé ouvird o tiro e desligard o
crondémetro, obtendo um tempo gasto pelo baru-
lho para percorrer a distancia entre o seu primeiro
amigo e vocé. Vamos chamar esta distancia de Dj.

Lembrando que o som se propaga a 0.340
Km/seg, vocé conseguird uma medida confidvel en-
tre vocé e seu amigo 1.

O procedimento sera repetido as 14h15 com
seu amigo numero 2. Pelo mesmo mecanismo vocé
obterd a distancia entre vocé e seu amigo 2. Serd
a distancia Ds.

Sabendo que seu amigo 1, se encontra no cen-
tro de uma circunferéncia de raio D e coordenadas

do centro iguais a z1,y1, € seu amigo 2 se encon-
tra em x2,ys2, também no centro de uma circun-
feréncia de raio Ds, e que vocé se encontra sobre
as duas circunferéncias, pede-se que vocé calcule a
sua posicao.

Obs: se vocé nao tiver muita intimidade com
a geometria analitica, um bom método é o gréfico.
Use um papel milimetrado, disponha os dois pon-
tos, trace duas circunferéncias de raios Dy e Dy e
nos encontros das duas circunferéncias vocé estara.

Obs:

* Este procedimento também pode ser usado para
verificar o acerto/erro das contas e a verificagao
final do ponto.

* Como s6 usaremos 2 amigos (ao invés de 3), ha-
verd 2 pontos candidatos, ambos na superficie
da terra. Responda os 2.

* Um terceiro amigo eliminaria a ambigiiidade.

Exemplo Seja um caso em que z1 = 7T7TKm,
y1 = 40Km. x2 = 120Km, y2 = 38Km. Os tem-
pos sao: t; = 135.29seg e t2 = 100.00seg.

Obtem-se di = 46Km e do = 34Km. A
férmula da circunferéncia 1 é x° + y2 — 154z —
80y + 5413 =0

A férmula da circunferéncia 2 é x2+y2 —240z—
76y + 14688 = 0

Subtraindo uma equagao da outra, fica-se com
86x — 4y — 9275 =0 e y = 21.5¢z — 2318.75.

Substituindo o y obtido em qualquer uma das
equagoes, chega-se ao valor correto do observador
que é z, = 111Km, y, = 7T1Km, ou o outro valor
possivel que é z, = 108 Km, y, = 6Km.

I¥” Para vocé fazer
Dados:

* Seu amigo 1 estd em 1 = 48 Km e y; = 37 Km.
* Seu amigo 2 estd em z2 = 91 Km e y2 = 40 Km.

* O tiro do amigo 1 demorou t; = 138.24 segun-
dos. O tiro do amigo 2 demorou t; = 85.29
segundos.

Como fazer

Para entender o funcionamento do sistema, é ne-
cessario relembrar um pouco de fisica e de geome-
tria andlitica.

Da fisica: distancia = velocidade X tempo. Sa-
bendo que a velocidade do som é 0.340 Km/seg,
obtém-se as duas distancias.

Da geometria analitica, uma circunferéncia no
plano é perfeitamente determinada se soubermos as
coordenadas «, 3 do seu centro, bem como o raio
dele, usualmente representada por R. Da geome-
tria analitica, e do Teorema de Pitagoras, a férmula

e
(z—a)’+(y—B)* = R’

Do problema, sdo conhecidos aq, asz, 81,82, D1 e
Ds. Obtem-se agora duas férmulas em z2,z,y?
e y. Operando com elas obtem-se dois pares
de z,y que sdo os pontos candidatos. Os dois
pontos candidatos a serem sua localizagdo sao:

XYy X,y

Mais Um
* Seu amigo 1 estd em 1 = 79 Km e y; = 47 Km.

* Seu amigo 2 estd em xo = 111 Km e yo = 49

Km.

* O tiro do amigo 1 demorou t; = 97.06 segundos.
O tiro do amigo 2 demorou to = 94.12 segundos.

XY
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Dia 3 de setembro de 1989 Maracana
lotado para assistir ao Brasil X Chile, pelas eli-
minatérias da Copa do Mundo de 90. Longe dali,
em algum ponto a principio entre Marabd e Belém,
Cezar Augusto Garcez comanda um voo cego. Per-
dido em pleno ar, tenta se posicionar. Localiza, em
vao, uma radio que transmitia a partida que en-
traria para a histéria como “o jogo da fogueteira”.
Aquele voo também estaria nos jornais no dia se-
guinte: “Avido desaparece na Amazoénia”, publicou
O Globo.

Heréi e vilao, ao mesmo tempo, o comandante
Garcez é a principal personagem do RG-254 que
caiu na selva amazonica em 1989. O que deveria
ser um voo rotineiro se transformou numa tragédia.
Desorientado, Garcez permaneceu durante trés ho-
ras em vdo cego. Temendo que o erro fosse desco-
berto, passou diversas informagoes truncadas para
a base, afirmou estar onde nao estava. Sem com-
bustivel, arriscou o aparentemente impossivel: um
pouso na copa das arvores, em plena noite, com
visibilidade praticamente nula. Garcez foi acusado
de negligenciar rotinas bésicas da aviagdo. Por ou-
tro lado, salvou a vida de muitos passageiros ao
conseguir aterrissar a aeronave e cuidar dos feri-
dos. Ainda hoje, aguarda julgamento.

A desorientacgao completa em voo, embora rara
(todo o treinamento dos pilotos é para impedir
isso), de vez em quando d4 as caras. H& um
episédio famoso, durante a crise dos misseis em
Cuba, em que um piloto de U2, Charles Maultsby,
resolveu se perder no Polo Norte. Desorientado,
acabou entrando mais de 500 Km em territério da
antiga Unido Soviética.

Teve uma sorte dos diabos, se achou e retor-
nou, mas o dia escolhido por ele para se perder
nao podia ser pior: Foi dia 27 de outubro de 1962,
o dia em que o mundo esteve mais préximo da IV
Guerra Mundial, que seria também a tultima: a hu-
manidade teria sido aniquilada. Alids, os russos
juravam que a missdo do U2 era preparar a invasao
dos misseis.

GPS Na década de 70, os EUA comecaram a
projetar e implementar o sistema conhecido como
GPS (Global Positioning System). O primeiro
satélite Navstar foi langado em 1978. O obje-
tivo principal era permitir que os estimados 40.000
usudrios militares americanos se orientassem sobre
a terra. Os civis comegaram a usar o sistema a
partir da década de 80. Hoje, estima-se em mais
de 50.000.000 de dispositivos capazes de receber os
sinais de GPS e apresentar uma estimativa de lo-
calizagao.

Além do sistema americano, existe o russo
Glonass de uso exclusivo pelos militares e a partir
da tultima semana de 2005, o sistema Galileu cons-
truido e operado pela Agéncia Espacial Européia.
H& também o chinés, chamado Beidou.

A grande explosao de uso, vem quando celula-
res e automdéveis comegam a vir de fiabrica com a
possibilidade de informar sua localizagao. Associ-
ados a sistemas de mapas embarcados, podem in-
formar ao motorista qual caminho tomar para ir
virtualmente a qualquer lugar sobre a superficie
terrestre. Associados a telefones celulares, podem
informar a localizagdo do telefone. Associados a
sistemas de protegao contra roubo de automéveis,
informam a localizagdo em tempo real e assim por
diante. A lista de aplicagbes possiveis parece ines-
gotavel. Seja como for surge uma tendéncia muito
forte que é, ao cadastrar um imével, cadastrar
também suas coordenadas geogréficas.

Todos os sistemas acima se baseiam na tri-
angulagdo (ou quadrangulacdo) do receptor em
relagdo a 3 ou 4 (ou mais) satélites em érbita da
terra.

O sistema comega pela identificagdo de diver-
sos pontos fixos sobre a superficie terrestre. Tais
pontos contam com estagdes transmissoras e per-
mitem a cada satélite a recepcdo de diversos pon-
tos. Medindo o tempo gasto por cada sinal desde a
estagdo terrena até o satélite, e fazendo isso com di-
versas estacOes, o satélite conhece sua real posigao
com precisdo de centimetros.

Cada satélite possui um relégio atémico, inte-
grado & rede GPS e que garante precisdo de tempo

de 1 bilionésimo de segundo.

Todos os satélites emitem 2 mensagens: A pri-
meira, envia a identificagdo do satélite, sua posicao
no espago e sua hora interna. Uma segunda men-
sagem é uma seqiiéncia de impulsos digitais em um
padrao inconfundivel.

Tudo funciona como se o receptor também
gerasse no mesmo instante de tempo a mesma
seqiiéncia de impulsos digitais. Da anélise dos dois
sinais (o gerado pelo satélite e o gerado interna-
mente no receptor) é possivel medir o retardo do
sinal do satélite. Conhecendo a velocidade da luz
(fixa e igual a 299.792.458 m/seg) e conhecendo o
tempo gasto pelo sinal do satélite ao receptor, é
possivel estabelecer a distancia entre satélite e re-
ceptor.

Daqui, pode-se inferir que o receptor esta so-
bre a esfera de centro z,y,z (as coordenadas no
espaco do satélite) e de raio R, que é a distancia
entre o receptor e o satélite.

Ao fazer o mesmo cdlculo com um segundo
satélite, obtem-se uma segunda esfera, e o receptor
estd sobre o circulo de intersec¢do das duas esferas.

Finalmente ao fazer o cdlculo com um terceiro
satélite, obtém-se uma terceira esfera. O receptor
ainda pertence as 3 esferas, e a interseccdao das 3
apresenta apenas 2 pontos no espaco. Um deles
apenas sobre a superficie terrestre, e logo esta é a
posigao do receptor, com precisao de metros.

Problemas Seos receptores pudessem ter um
relégio atéomico 3 satélites bastariam. Como um
relégio atomico é muito caro e pesado, os recep-
tores usam reldgios de quartzo comum (sujeitos a
erros de 1 seg/dia).

Entao usa-se um quarto satélite para refazer os
cédlculos e permitir acertar o atraso/adiantamento
do relégio local ao relégio da rede.

Se o usudrio estiver em movimento, os sinais
ainda vém afetados pelo efeito Doppler, que pre-
cisa ser analiticamente corrigido antes de estabe-
lecer a posi¢do do receptor. Idem para os efeitos
relativisticos associados.

O sistema americano usa duas radio-
freqiiéncias: L1 e L2. A L1 é chamada Sinal
Civil, embora os militares também a usem. A L2 é
de uso exclusivo militar, j& que seus cédigos (a se-
gunda parte das mensagens) nao sao publicos e sdo
protegidos por criptografia. Ao usar apenas o sinal
L1, receptores conseguem determinar sua posicao
com erros de 5 a 10 m, causados pela agdo da
ionosfera. A camada de ar sobre a terra aumenta
a densidade da atmosfera, causando refragao nos
sinais. E como um l4pis colocado dentro de um
copo de agua.

A poténcia de um satélite é de 500W, o equiva-
lente a 5 lampadas de 100W. Apenas para efeito de
comparagao, o sinal de TV de um satélite é 1 bilhao
de vezes mais forte. Este fato permite que inter-
feréncias (as vezes propositais) obscurecam ou até
invalidem o sinal dos satélites. Este fato é usado
em teatros de guerra, quando as forgas americanas
introduzem geradores locais de ruido centrados na
banda usada pelo sistema. Essa é a razao pela qual
embora o sistema seja ptblico, russos e europeus
tratam de ter cada um o seu.

Dois amigos

Vamos simular o cdlculo de uma posi¢cdo desco-
nhecida usando triangulagdo, mas vamos trabalhar
apenas em 2D, que ninguém aqui estd a fim de en-
louquecer por causa da geometria analitica. ;-)

Suponhamos uma regido plana, na qual dois
pontos tem coordenadas conhecidas. Vocé vai co-
locar 2 amigos, um em cada ponto, todos munidos
de relégios precisos.

Vocé combinou que as 14h00, um dos seus ami-
gos dard um tiro de canhdo. Nessa mesma hora,
vocé ligard um cronémetro. Alguns segundos ou
minutos depois, vocé ouvird o tiro e desligard o
crondémetro, obtendo um tempo gasto pelo baru-
lho para percorrer a distancia entre o seu primeiro
amigo e vocé. Vamos chamar esta distancia de Dj.

Lembrando que o som se propaga a 0.340
Km/seg, vocé conseguird uma medida confidvel en-
tre vocé e seu amigo 1.

O procedimento sera repetido as 14h15 com
seu amigo numero 2. Pelo mesmo mecanismo vocé
obterd a distancia entre vocé e seu amigo 2. Serd
a distancia Ds.

Sabendo que seu amigo 1, se encontra no cen-
tro de uma circunferéncia de raio D e coordenadas

do centro iguais a z1,y1, € seu amigo 2 se encon-
tra em x2,ys2, também no centro de uma circun-
feréncia de raio Ds, e que vocé se encontra sobre
as duas circunferéncias, pede-se que vocé calcule a
sua posicao.

Obs: se vocé nao tiver muita intimidade com
a geometria analitica, um bom método é o gréfico.
Use um papel milimetrado, disponha os dois pon-
tos, trace duas circunferéncias de raios Dy e Dy e
nos encontros das duas circunferéncias vocé estara.

Obs:

* Este procedimento também pode ser usado para
verificar o acerto/erro das contas e a verificagao
final do ponto.

* Como s6 usaremos 2 amigos (ao invés de 3), ha-
verd 2 pontos candidatos, ambos na superficie
da terra. Responda os 2.

* Um terceiro amigo eliminaria a ambigiiidade.

Exemplo Seja um caso em que z1 = 7T7TKm,
y1 = 40Km. x2 = 120Km, y2 = 38Km. Os tem-
pos sao: t; = 135.29seg e t2 = 100.00seg.

Obtem-se di = 46Km e do = 34Km. A
férmula da circunferéncia 1 é x° + y2 — 154z —
80y + 5413 =0

A férmula da circunferéncia 2 é x2+y2 —240z—
76y + 14688 = 0

Subtraindo uma equagao da outra, fica-se com
86x — 4y — 9275 =0 e y = 21.5¢z — 2318.75.

Substituindo o y obtido em qualquer uma das
equacoes, chega-se ao valor correto do observador
que é z, = 111Km, y, = 7T1Km, ou o outro valor
possivel que é z, = 108 Km, y, = 6Km.

IZ¥” Para vocé fazer
Dados:

* Seu amigo 1 estd em 1 = 54 Km e y; = 58 Km.

* Seu amigo 2 estd em zo = 103 Km e yo = 57
Km.

* O tiro do amigo 1 demorou t; = 129.41 segun-
dos. O tiro do amigo 2 demorou ty = 73.53
segundos.

Como fazer

Para entender o funcionamento do sistema, é ne-
cessdrio relembrar um pouco de fisica e de geome-
tria anélitica.

Da fisica: distdncia = velocidade X tempo. Sa-
bendo que a velocidade do som é 0.340 Km/seg,
obtém-se as duas distancias.

Da geometria analitica, uma circunferéncia no
plano é perfeitamente determinada se soubermos as
coordenadas «, 3 do seu centro, bem como o raio
dele, usualmente representada por R. Da geome-
tria analitica, e do Teorema de Pitdgoras, a férmula

(z—a)’+(y—p)° =R’

Do problema, sdo conhecidos oy, as, 81,82, D1 e
Ds. Obtem-se agora duas férmulas em z2,z,y?
e y. Operando com elas obtem-se dois pares
de z,y que sdo os pontos candidatos. Os dois
pontos candidatos a serem sua localizagdo sao:

X,y XY

Mais Um

* Seu amigo 1 estd em 1 = 44 Km e y; = 25 Km.
* Seu amigo 2 estd em x5 = 87 Km e y2 = 26 Km.

* O tiro do amigo 1 demorou t; = 129.41 segun-

dos. O tiro do amigo 2 demorou ty = 73.53
segundos.
X,y X,y
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Dia 3 de setembro de 1989 Maracana
lotado para assistir ao Brasil X Chile, pelas eli-
minatérias da Copa do Mundo de 90. Longe dali,
em algum ponto a principio entre Marabd e Belém,
Cezar Augusto Garcez comanda um voo cego. Per-
dido em pleno ar, tenta se posicionar. Localiza, em
vao, uma radio que transmitia a partida que en-
traria para a histéria como “o jogo da fogueteira”.
Aquele voo também estaria nos jornais no dia se-
guinte: “Avido desaparece na Amazoénia”, publicou
O Globo.

Heréi e vilao, ao mesmo tempo, o comandante
Garcez é a principal personagem do RG-254 que
caiu na selva amazonica em 1989. O que deveria
ser um voo rotineiro se transformou numa tragédia.
Desorientado, Garcez permaneceu durante trés ho-
ras em vdo cego. Temendo que o erro fosse desco-
berto, passou diversas informagoes truncadas para
a base, afirmou estar onde nao estava. Sem com-
bustivel, arriscou o aparentemente impossivel: um
pouso na copa das arvores, em plena noite, com
visibilidade praticamente nula. Garcez foi acusado
de negligenciar rotinas bésicas da aviagdo. Por ou-
tro lado, salvou a vida de muitos passageiros ao
conseguir aterrissar a aeronave e cuidar dos feri-
dos. Ainda hoje, aguarda julgamento.

A desorientacgao completa em voo, embora rara
(todo o treinamento dos pilotos é para impedir
isso), de vez em quando d4 as caras. H& um
episédio famoso, durante a crise dos misseis em
Cuba, em que um piloto de U2, Charles Maultsby,
resolveu se perder no Polo Norte. Desorientado,
acabou entrando mais de 500 Km em territério da
antiga Unido Soviética.

Teve uma sorte dos diabos, se achou e retor-
nou, mas o dia escolhido por ele para se perder
nao podia ser pior: Foi dia 27 de outubro de 1962,
o dia em que o mundo esteve mais préximo da IV
Guerra Mundial, que seria também a tultima: a hu-
manidade teria sido aniquilada. Alids, os russos
juravam que a missdo do U2 era preparar a invasao
dos misseis.

GPS Na década de 70, os EUA comecaram a
projetar e implementar o sistema conhecido como
GPS (Global Positioning System). O primeiro
satélite Navstar foi langado em 1978. O obje-
tivo principal era permitir que os estimados 40.000
usudrios militares americanos se orientassem sobre
a terra. Os civis comegaram a usar o sistema a
partir da década de 80. Hoje, estima-se em mais
de 50.000.000 de dispositivos capazes de receber os
sinais de GPS e apresentar uma estimativa de lo-
calizagao.

Além do sistema americano, existe o russo
Glonass de uso exclusivo pelos militares e a partir
da tultima semana de 2005, o sistema Galileu cons-
truido e operado pela Agéncia Espacial Européia.
H& também o chinés, chamado Beidou.

A grande explosao de uso, vem quando celula-
res e automdéveis comegam a vir de fiabrica com a
possibilidade de informar sua localizagao. Associ-
ados a sistemas de mapas embarcados, podem in-
formar ao motorista qual caminho tomar para ir
virtualmente a qualquer lugar sobre a superficie
terrestre. Associados a telefones celulares, podem
informar a localizagdo do telefone. Associados a
sistemas de protegao contra roubo de automéveis,
informam a localizagdo em tempo real e assim por
diante. A lista de aplicagbes possiveis parece ines-
gotavel. Seja como for surge uma tendéncia muito
forte que é, ao cadastrar um imével, cadastrar
também suas coordenadas geogréficas.

Todos os sistemas acima se baseiam na tri-
angulagdo (ou quadrangulacdo) do receptor em
relagdo a 3 ou 4 (ou mais) satélites em érbita da
terra.

O sistema comega pela identificagdo de diver-
sos pontos fixos sobre a superficie terrestre. Tais
pontos contam com estagdes transmissoras e per-
mitem a cada satélite a recepcdo de diversos pon-
tos. Medindo o tempo gasto por cada sinal desde a
estagdo terrena até o satélite, e fazendo isso com di-
versas estacOes, o satélite conhece sua real posigao
com precisdo de centimetros.

Cada satélite possui um relégio atémico, inte-
grado & rede GPS e que garante precisdo de tempo

de 1 bilionésimo de segundo.

Todos os satélites emitem 2 mensagens: A pri-
meira, envia a identificagdo do satélite, sua posicao
no espago e sua hora interna. Uma segunda men-
sagem é uma seqiiéncia de impulsos digitais em um
padrao inconfundivel.

Tudo funciona como se o receptor também
gerasse no mesmo instante de tempo a mesma
seqiiéncia de impulsos digitais. Da anélise dos dois
sinais (o gerado pelo satélite e o gerado interna-
mente no receptor) é possivel medir o retardo do
sinal do satélite. Conhecendo a velocidade da luz
(fixa e igual a 299.792.458 m/seg) e conhecendo o
tempo gasto pelo sinal do satélite ao receptor, é
possivel estabelecer a distancia entre satélite e re-
ceptor.

Daqui, pode-se inferir que o receptor esta so-
bre a esfera de centro z,y,z (as coordenadas no
espaco do satélite) e de raio R, que é a distancia
entre o receptor e o satélite.

Ao fazer o mesmo cdlculo com um segundo
satélite, obtem-se uma segunda esfera, e o receptor
estd sobre o circulo de intersec¢do das duas esferas.

Finalmente ao fazer o cdlculo com um terceiro
satélite, obtém-se uma terceira esfera. O receptor
ainda pertence as 3 esferas, e a interseccdao das 3
apresenta apenas 2 pontos no espaco. Um deles
apenas sobre a superficie terrestre, e logo esta é a
posigao do receptor, com precisao de metros.

Problemas Seos receptores pudessem ter um
relégio atéomico 3 satélites bastariam. Como um
relégio atomico é muito caro e pesado, os recep-
tores usam reldgios de quartzo comum (sujeitos a
erros de 1 seg/dia).

Entao usa-se um quarto satélite para refazer os
cédlculos e permitir acertar o atraso/adiantamento
do relégio local ao relégio da rede.

Se o usudrio estiver em movimento, os sinais
ainda vém afetados pelo efeito Doppler, que pre-
cisa ser analiticamente corrigido antes de estabe-
lecer a posi¢do do receptor. Idem para os efeitos
relativisticos associados.

O sistema americano usa duas radio-
freqiiéncias: L1 e L2. A L1 é chamada Sinal
Civil, embora os militares também a usem. A L2 é
de uso exclusivo militar, j& que seus cédigos (a se-
gunda parte das mensagens) nao sao publicos e sdo
protegidos por criptografia. Ao usar apenas o sinal
L1, receptores conseguem determinar sua posicao
com erros de 5 a 10 m, causados pela agdo da
ionosfera. A camada de ar sobre a terra aumenta
a densidade da atmosfera, causando refragao nos
sinais. E como um l4pis colocado dentro de um
copo de agua.

A poténcia de um satélite é de 500W, o equiva-
lente a 5 lampadas de 100W. Apenas para efeito de
comparagao, o sinal de TV de um satélite é 1 bilhao
de vezes mais forte. Este fato permite que inter-
feréncias (as vezes propositais) obscurecam ou até
invalidem o sinal dos satélites. Este fato é usado
em teatros de guerra, quando as forgas americanas
introduzem geradores locais de ruido centrados na
banda usada pelo sistema. Essa é a razao pela qual
embora o sistema seja ptblico, russos e europeus
tratam de ter cada um o seu.

Dois amigos

Vamos simular o cdlculo de uma posi¢cdo desco-
nhecida usando triangulagdo, mas vamos trabalhar
apenas em 2D, que ninguém aqui estd a fim de en-
louquecer por causa da geometria analitica. ;-)

Suponhamos uma regido plana, na qual dois
pontos tem coordenadas conhecidas. Vocé vai co-
locar 2 amigos, um em cada ponto, todos munidos
de relégios precisos.

Vocé combinou que as 14h00, um dos seus ami-
gos dard um tiro de canhdo. Nessa mesma hora,
vocé ligard um cronémetro. Alguns segundos ou
minutos depois, vocé ouvird o tiro e desligard o
crondémetro, obtendo um tempo gasto pelo baru-
lho para percorrer a distancia entre o seu primeiro
amigo e vocé. Vamos chamar esta distancia de Dj.

Lembrando que o som se propaga a 0.340
Km/seg, vocé conseguird uma medida confidvel en-
tre vocé e seu amigo 1.

O procedimento sera repetido as 14h15 com
seu amigo numero 2. Pelo mesmo mecanismo vocé
obterd a distancia entre vocé e seu amigo 2. Serd
a distancia Ds.

Sabendo que seu amigo 1, se encontra no cen-
tro de uma circunferéncia de raio D e coordenadas

do centro iguais a z1,y1, € seu amigo 2 se encon-
tra em x2,ys2, também no centro de uma circun-
feréncia de raio Ds, e que vocé se encontra sobre
as duas circunferéncias, pede-se que vocé calcule a
sua posicao.

Obs: se vocé nao tiver muita intimidade com
a geometria analitica, um bom método é o gréfico.
Use um papel milimetrado, disponha os dois pon-
tos, trace duas circunferéncias de raios Dy e Dy e
nos encontros das duas circunferéncias vocé estara.

Obs:

* Este procedimento também pode ser usado para
verificar o acerto/erro das contas e a verificagao
final do ponto.

* Como s6 usaremos 2 amigos (ao invés de 3), ha-
verd 2 pontos candidatos, ambos na superficie
da terra. Responda os 2.

* Um terceiro amigo eliminaria a ambigiiidade.

Exemplo Seja um caso em que z1 = 7T7TKm,
y1 = 40Km. x2 = 120Km, y2 = 38Km. Os tem-
pos sao: t; = 135.29seg e t2 = 100.00seg.

Obtem-se di = 46Km e do = 34Km. A
férmula da circunferéncia 1 é x° + y2 — 154z —
80y + 5413 =0

A férmula da circunferéncia 2 é x2+y2 —240z—
76y + 14688 = 0

Subtraindo uma equagao da outra, fica-se com
86x — 4y — 9275 =0 e y = 21.5¢z — 2318.75.

Substituindo o y obtido em qualquer uma das
equagoes, chega-se ao valor correto do observador
que é z, = 111Km, y, = 7T1Km, ou o outro valor
possivel que é z, = 108 Km, y, = 6Km.

I¥” Para vocé fazer
Dados:

* Seu amigo 1 estd em 1 = 54 Km e y; = 56 Km.
* Seu amigo 2 estd em z2 = 89 Km e y2 = 60 Km.

* O tiro do amigo 1 demorou t; = 97.06 segundos.
O tiro do amigo 2 demorou t2 = 73.53 segundos.

Como fazer

Para entender o funcionamento do sistema, é ne-
cessario relembrar um pouco de fisica e de geome-
tria andlitica.

Da fisica: distancia = velocidade X tempo. Sa-
bendo que a velocidade do som é 0.340 Km/seg,
obtém-se as duas distancias.

Da geometria analitica, uma circunferéncia no
plano é perfeitamente determinada se soubermos as
coordenadas «, 8 do seu centro, bem como o raio
dele, usualmente representada por R. Da geome-
tria analitica, e do Teorema de Pitdgoras, a férmula

(x—a)’+(w-B7> =R

Do problema, sdo conhecidos a1, asz, 81,82, D1 e
Ds. Obtem-se agora duas férmulas em z°,z,y
e y. Operando com elas obtem-se dois pares
de z,y que sdo os pontos candidatos. Os dois
pontos candidatos a serem sua localizagdo sao:

X,y X,y

Mais Um

* Seu amigo 1 estd em 1 = 67 Km e y; = 42 Km.

* Seu amigo 2 estd em xz2 = 105 Km e y2 = 40
Km.

* O tiro do amigo 1 demorou t; = 102.94 segun-

dos. O tiro do amigo 2 demorou ty = 76.47
segundos.
X,y X,y
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Dia 3 de setembro de 1989 Maracana
lotado para assistir ao Brasil X Chile, pelas eli-
minatérias da Copa do Mundo de 90. Longe dali,
em algum ponto a principio entre Marabd e Belém,
Cezar Augusto Garcez comanda um voo cego. Per-
dido em pleno ar, tenta se posicionar. Localiza, em
vao, uma radio que transmitia a partida que en-
traria para a histéria como “o jogo da fogueteira”.
Aquele voo também estaria nos jornais no dia se-
guinte: “Avido desaparece na Amazoénia”, publicou
O Globo.

Heréi e vilao, ao mesmo tempo, o comandante
Garcez é a principal personagem do RG-254 que
caiu na selva amazonica em 1989. O que deveria
ser um voo rotineiro se transformou numa tragédia.
Desorientado, Garcez permaneceu durante trés ho-
ras em vdo cego. Temendo que o erro fosse desco-
berto, passou diversas informagoes truncadas para
a base, afirmou estar onde nao estava. Sem com-
bustivel, arriscou o aparentemente impossivel: um
pouso na copa das arvores, em plena noite, com
visibilidade praticamente nula. Garcez foi acusado
de negligenciar rotinas bésicas da aviagdo. Por ou-
tro lado, salvou a vida de muitos passageiros ao
conseguir aterrissar a aeronave e cuidar dos feri-
dos. Ainda hoje, aguarda julgamento.

A desorientacgao completa em voo, embora rara
(todo o treinamento dos pilotos é para impedir
isso), de vez em quando d4 as caras. H& um
episédio famoso, durante a crise dos misseis em
Cuba, em que um piloto de U2, Charles Maultsby,
resolveu se perder no Polo Norte. Desorientado,
acabou entrando mais de 500 Km em territério da
antiga Unido Soviética.

Teve uma sorte dos diabos, se achou e retor-
nou, mas o dia escolhido por ele para se perder
nao podia ser pior: Foi dia 27 de outubro de 1962,
o dia em que o mundo esteve mais préximo da IV
Guerra Mundial, que seria também a tultima: a hu-
manidade teria sido aniquilada. Alids, os russos
juravam que a missdo do U2 era preparar a invasao
dos misseis.

GPS Na década de 70, os EUA comecaram a
projetar e implementar o sistema conhecido como
GPS (Global Positioning System). O primeiro
satélite Navstar foi langado em 1978. O obje-
tivo principal era permitir que os estimados 40.000
usudrios militares americanos se orientassem sobre
a terra. Os civis comegaram a usar o sistema a
partir da década de 80. Hoje, estima-se em mais
de 50.000.000 de dispositivos capazes de receber os
sinais de GPS e apresentar uma estimativa de lo-
calizagao.

Além do sistema americano, existe o russo
Glonass de uso exclusivo pelos militares e a partir
da tultima semana de 2005, o sistema Galileu cons-
truido e operado pela Agéncia Espacial Européia.
H& também o chinés, chamado Beidou.

A grande explosao de uso, vem quando celula-
res e automdéveis comegam a vir de fiabrica com a
possibilidade de informar sua localizagao. Associ-
ados a sistemas de mapas embarcados, podem in-
formar ao motorista qual caminho tomar para ir
virtualmente a qualquer lugar sobre a superficie
terrestre. Associados a telefones celulares, podem
informar a localizagdo do telefone. Associados a
sistemas de protegao contra roubo de automéveis,
informam a localizagdo em tempo real e assim por
diante. A lista de aplicagbes possiveis parece ines-
gotavel. Seja como for surge uma tendéncia muito
forte que é, ao cadastrar um imével, cadastrar
também suas coordenadas geogréficas.

Todos os sistemas acima se baseiam na tri-
angulagdo (ou quadrangulacdo) do receptor em
relagdo a 3 ou 4 (ou mais) satélites em érbita da
terra.

O sistema comega pela identificagdo de diver-
sos pontos fixos sobre a superficie terrestre. Tais
pontos contam com estagdes transmissoras e per-
mitem a cada satélite a recepcdo de diversos pon-
tos. Medindo o tempo gasto por cada sinal desde a
estagdo terrena até o satélite, e fazendo isso com di-
versas estacOes, o satélite conhece sua real posigao
com precisdo de centimetros.

Cada satélite possui um relégio atémico, inte-
grado & rede GPS e que garante precisdo de tempo

de 1 bilionésimo de segundo.

Todos os satélites emitem 2 mensagens: A pri-
meira, envia a identificagdo do satélite, sua posicao
no espago e sua hora interna. Uma segunda men-
sagem é uma seqiiéncia de impulsos digitais em um
padrao inconfundivel.

Tudo funciona como se o receptor também
gerasse no mesmo instante de tempo a mesma
seqiiéncia de impulsos digitais. Da anélise dos dois
sinais (o gerado pelo satélite e o gerado interna-
mente no receptor) é possivel medir o retardo do
sinal do satélite. Conhecendo a velocidade da luz
(fixa e igual a 299.792.458 m/seg) e conhecendo o
tempo gasto pelo sinal do satélite ao receptor, é
possivel estabelecer a distancia entre satélite e re-
ceptor.

Daqui, pode-se inferir que o receptor esta so-
bre a esfera de centro z,y,z (as coordenadas no
espaco do satélite) e de raio R, que é a distancia
entre o receptor e o satélite.

Ao fazer o mesmo cdlculo com um segundo
satélite, obtem-se uma segunda esfera, e o receptor
estd sobre o circulo de intersec¢do das duas esferas.

Finalmente ao fazer o cdlculo com um terceiro
satélite, obtém-se uma terceira esfera. O receptor
ainda pertence as 3 esferas, e a interseccdao das 3
apresenta apenas 2 pontos no espaco. Um deles
apenas sobre a superficie terrestre, e logo esta é a
posigao do receptor, com precisao de metros.

Problemas Seos receptores pudessem ter um
relégio atéomico 3 satélites bastariam. Como um
relégio atomico é muito caro e pesado, os recep-
tores usam reldgios de quartzo comum (sujeitos a
erros de 1 seg/dia).

Entao usa-se um quarto satélite para refazer os
cédlculos e permitir acertar o atraso/adiantamento
do relégio local ao relégio da rede.

Se o usudrio estiver em movimento, os sinais
ainda vém afetados pelo efeito Doppler, que pre-
cisa ser analiticamente corrigido antes de estabe-
lecer a posi¢do do receptor. Idem para os efeitos
relativisticos associados.

O sistema americano usa duas radio-
freqiiéncias: L1 e L2. A L1 é chamada Sinal
Civil, embora os militares também a usem. A L2 é
de uso exclusivo militar, j& que seus cédigos (a se-
gunda parte das mensagens) nao sao publicos e sdo
protegidos por criptografia. Ao usar apenas o sinal
L1, receptores conseguem determinar sua posicao
com erros de 5 a 10 m, causados pela agdo da
ionosfera. A camada de ar sobre a terra aumenta
a densidade da atmosfera, causando refragao nos
sinais. E como um l4pis colocado dentro de um
copo de agua.

A poténcia de um satélite é de 500W, o equiva-
lente a 5 lampadas de 100W. Apenas para efeito de
comparagao, o sinal de TV de um satélite é 1 bilhao
de vezes mais forte. Este fato permite que inter-
feréncias (as vezes propositais) obscurecam ou até
invalidem o sinal dos satélites. Este fato é usado
em teatros de guerra, quando as forgas americanas
introduzem geradores locais de ruido centrados na
banda usada pelo sistema. Essa é a razao pela qual
embora o sistema seja ptblico, russos e europeus
tratam de ter cada um o seu.

Dois amigos

Vamos simular o cdlculo de uma posi¢cdo desco-
nhecida usando triangulagdo, mas vamos trabalhar
apenas em 2D, que ninguém aqui estd a fim de en-
louquecer por causa da geometria analitica. ;-)

Suponhamos uma regido plana, na qual dois
pontos tem coordenadas conhecidas. Vocé vai co-
locar 2 amigos, um em cada ponto, todos munidos
de relégios precisos.

Vocé combinou que as 14h00, um dos seus ami-
gos dard um tiro de canhdo. Nessa mesma hora,
vocé ligard um cronémetro. Alguns segundos ou
minutos depois, vocé ouvird o tiro e desligard o
crondémetro, obtendo um tempo gasto pelo baru-
lho para percorrer a distancia entre o seu primeiro
amigo e vocé. Vamos chamar esta distancia de Dj.

Lembrando que o som se propaga a 0.340
Km/seg, vocé conseguird uma medida confidvel en-
tre vocé e seu amigo 1.

O procedimento sera repetido as 14h15 com
seu amigo numero 2. Pelo mesmo mecanismo vocé
obterd a distancia entre vocé e seu amigo 2. Serd
a distancia Ds.

Sabendo que seu amigo 1, se encontra no cen-
tro de uma circunferéncia de raio D e coordenadas

do centro iguais a z1,y1, € seu amigo 2 se encon-
tra em x2,ys2, também no centro de uma circun-
feréncia de raio Ds, e que vocé se encontra sobre
as duas circunferéncias, pede-se que vocé calcule a
sua posicao.

Obs: se vocé nao tiver muita intimidade com
a geometria analitica, um bom método é o gréfico.
Use um papel milimetrado, disponha os dois pon-
tos, trace duas circunferéncias de raios Dy e Dy e
nos encontros das duas circunferéncias vocé estara.

Obs:

* Este procedimento também pode ser usado para
verificar o acerto/erro das contas e a verificagao
final do ponto.

* Como s6 usaremos 2 amigos (ao invés de 3), ha-
verd 2 pontos candidatos, ambos na superficie
da terra. Responda os 2.

* Um terceiro amigo eliminaria a ambigiiidade.

Exemplo Seja um caso em que z1 = 7T7TKm,
y1 = 40Km. x2 = 120Km, y2 = 38Km. Os tem-
pos sao: t; = 135.29seg e t2 = 100.00seg.

Obtem-se di = 46Km e do = 34Km. A
férmula da circunferéncia 1 é x° + y2 — 154z —
80y + 5413 =0

A férmula da circunferéncia 2 é x2+y2 —240z—
76y + 14688 = 0

Subtraindo uma equagao da outra, fica-se com
86x — 4y — 9275 =0 e y = 21.5¢z — 2318.75.

Substituindo o y obtido em qualquer uma das
equagoes, chega-se ao valor correto do observador
que é z, = 111Km, y, = 7T1Km, ou o outro valor
possivel que é z, = 108 Km, y, = 6Km.

I¥” Para vocé fazer
Dados:

* Seu amigo 1 estd em 1 = 67 Km e y; = 48 Km.
* Seu amigo 2 estd em z2 = 98 Km e y2 = 51 Km.

* O tiro do amigo 1 demorou t; = 100.00 segun-
dos. O tiro do amigo 2 demorou t2 = 91.18
segundos.

Como fazer

Para entender o funcionamento do sistema, é ne-
cessario relembrar um pouco de fisica e de geome-
tria andlitica.

Da fisica: distancia = velocidade X tempo. Sa-
bendo que a velocidade do som é 0.340 Km/seg,
obtém-se as duas distancias.

Da geometria analitica, uma circunferéncia no
plano é perfeitamente determinada se soubermos as
coordenadas «, 3 do seu centro, bem como o raio
dele, usualmente representada por R. Da geome-
tria analitica, e do Teorema de Pitagoras, a férmula

e
(z—a)’+(y—B)* = R’

Do problema, sdo conhecidos aq, asz, 81,82, D1 e
Ds. Obtem-se agora duas férmulas em z2,z,y?
e y. Operando com elas obtem-se dois pares
de z,y que sdo os pontos candidatos. Os dois
pontos candidatos a serem sua localizagdo sao:

XYy X,y

Mais Um
* Seu amigo 1 estd em 1 = 74 Km e y; = 22 Km.

* Seu amigo 2 estd em xo = 104 Km e yo = 21

Km.

* O tiro do amigo 1 demorou t; = 91.18 segundos.
O tiro do amigo 2 demorou to = 64.71 segundos.

XY XYy
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Dia 3 de setembro de 1989 Maracana
lotado para assistir ao Brasil X Chile, pelas eli-
minatérias da Copa do Mundo de 90. Longe dali,
em algum ponto a principio entre Marabd e Belém,
Cezar Augusto Garcez comanda um voo cego. Per-
dido em pleno ar, tenta se posicionar. Localiza, em
vao, uma radio que transmitia a partida que en-
traria para a histéria como “o jogo da fogueteira”.
Aquele voo também estaria nos jornais no dia se-
guinte: “Avido desaparece na Amazoénia”, publicou
O Globo.

Heréi e vilao, ao mesmo tempo, o comandante
Garcez é a principal personagem do RG-254 que
caiu na selva amazonica em 1989. O que deveria
ser um voo rotineiro se transformou numa tragédia.
Desorientado, Garcez permaneceu durante trés ho-
ras em vdo cego. Temendo que o erro fosse desco-
berto, passou diversas informagoes truncadas para
a base, afirmou estar onde nao estava. Sem com-
bustivel, arriscou o aparentemente impossivel: um
pouso na copa das arvores, em plena noite, com
visibilidade praticamente nula. Garcez foi acusado
de negligenciar rotinas bésicas da aviagdo. Por ou-
tro lado, salvou a vida de muitos passageiros ao
conseguir aterrissar a aeronave e cuidar dos feri-
dos. Ainda hoje, aguarda julgamento.

A desorientacgao completa em voo, embora rara
(todo o treinamento dos pilotos é para impedir
isso), de vez em quando d4 as caras. H& um
episédio famoso, durante a crise dos misseis em
Cuba, em que um piloto de U2, Charles Maultsby,
resolveu se perder no Polo Norte. Desorientado,
acabou entrando mais de 500 Km em territério da
antiga Unido Soviética.

Teve uma sorte dos diabos, se achou e retor-
nou, mas o dia escolhido por ele para se perder
nao podia ser pior: Foi dia 27 de outubro de 1962,
o dia em que o mundo esteve mais préximo da IV
Guerra Mundial, que seria também a tultima: a hu-
manidade teria sido aniquilada. Alids, os russos
juravam que a missdo do U2 era preparar a invasao
dos misseis.

GPS Na década de 70, os EUA comecaram a
projetar e implementar o sistema conhecido como
GPS (Global Positioning System). O primeiro
satélite Navstar foi langado em 1978. O obje-
tivo principal era permitir que os estimados 40.000
usudrios militares americanos se orientassem sobre
a terra. Os civis comegaram a usar o sistema a
partir da década de 80. Hoje, estima-se em mais
de 50.000.000 de dispositivos capazes de receber os
sinais de GPS e apresentar uma estimativa de lo-
calizagao.

Além do sistema americano, existe o russo
Glonass de uso exclusivo pelos militares e a partir
da tultima semana de 2005, o sistema Galileu cons-
truido e operado pela Agéncia Espacial Européia.
H& também o chinés, chamado Beidou.

A grande explosao de uso, vem quando celula-
res e automdéveis comegam a vir de fiabrica com a
possibilidade de informar sua localizagao. Associ-
ados a sistemas de mapas embarcados, podem in-
formar ao motorista qual caminho tomar para ir
virtualmente a qualquer lugar sobre a superficie
terrestre. Associados a telefones celulares, podem
informar a localizagdo do telefone. Associados a
sistemas de protegao contra roubo de automéveis,
informam a localizagdo em tempo real e assim por
diante. A lista de aplicagbes possiveis parece ines-
gotavel. Seja como for surge uma tendéncia muito
forte que é, ao cadastrar um imével, cadastrar
também suas coordenadas geogréficas.

Todos os sistemas acima se baseiam na tri-
angulagdo (ou quadrangulacdo) do receptor em
relagdo a 3 ou 4 (ou mais) satélites em érbita da
terra.

O sistema comega pela identificagdo de diver-
sos pontos fixos sobre a superficie terrestre. Tais
pontos contam com estagdes transmissoras e per-
mitem a cada satélite a recepcdo de diversos pon-
tos. Medindo o tempo gasto por cada sinal desde a
estagdo terrena até o satélite, e fazendo isso com di-
versas estacOes, o satélite conhece sua real posigao
com precisdo de centimetros.

Cada satélite possui um relégio atémico, inte-
grado & rede GPS e que garante precisdo de tempo

de 1 bilionésimo de segundo.

Todos os satélites emitem 2 mensagens: A pri-
meira, envia a identificagdo do satélite, sua posicao
no espago e sua hora interna. Uma segunda men-
sagem é uma seqiiéncia de impulsos digitais em um
padrao inconfundivel.

Tudo funciona como se o receptor também
gerasse no mesmo instante de tempo a mesma
seqiiéncia de impulsos digitais. Da anélise dos dois
sinais (o gerado pelo satélite e o gerado interna-
mente no receptor) é possivel medir o retardo do
sinal do satélite. Conhecendo a velocidade da luz
(fixa e igual a 299.792.458 m/seg) e conhecendo o
tempo gasto pelo sinal do satélite ao receptor, é
possivel estabelecer a distancia entre satélite e re-
ceptor.

Daqui, pode-se inferir que o receptor esta so-
bre a esfera de centro z,y,z (as coordenadas no
espaco do satélite) e de raio R, que é a distancia
entre o receptor e o satélite.

Ao fazer o mesmo cdlculo com um segundo
satélite, obtem-se uma segunda esfera, e o receptor
estd sobre o circulo de intersec¢do das duas esferas.

Finalmente ao fazer o cdlculo com um terceiro
satélite, obtém-se uma terceira esfera. O receptor
ainda pertence as 3 esferas, e a interseccdao das 3
apresenta apenas 2 pontos no espaco. Um deles
apenas sobre a superficie terrestre, e logo esta é a
posigao do receptor, com precisao de metros.

Problemas Seos receptores pudessem ter um
relégio atéomico 3 satélites bastariam. Como um
relégio atomico é muito caro e pesado, os recep-
tores usam reldgios de quartzo comum (sujeitos a
erros de 1 seg/dia).

Entao usa-se um quarto satélite para refazer os
cédlculos e permitir acertar o atraso/adiantamento
do relégio local ao relégio da rede.

Se o usudrio estiver em movimento, os sinais
ainda vém afetados pelo efeito Doppler, que pre-
cisa ser analiticamente corrigido antes de estabe-
lecer a posi¢do do receptor. Idem para os efeitos
relativisticos associados.

O sistema americano usa duas radio-
freqiiéncias: L1 e L2. A L1 é chamada Sinal
Civil, embora os militares também a usem. A L2 é
de uso exclusivo militar, j& que seus cédigos (a se-
gunda parte das mensagens) nao sao publicos e sdo
protegidos por criptografia. Ao usar apenas o sinal
L1, receptores conseguem determinar sua posicao
com erros de 5 a 10 m, causados pela agdo da
ionosfera. A camada de ar sobre a terra aumenta
a densidade da atmosfera, causando refragao nos
sinais. E como um l4pis colocado dentro de um
copo de agua.

A poténcia de um satélite é de 500W, o equiva-
lente a 5 lampadas de 100W. Apenas para efeito de
comparagao, o sinal de TV de um satélite é 1 bilhao
de vezes mais forte. Este fato permite que inter-
feréncias (as vezes propositais) obscurecam ou até
invalidem o sinal dos satélites. Este fato é usado
em teatros de guerra, quando as forgas americanas
introduzem geradores locais de ruido centrados na
banda usada pelo sistema. Essa é a razao pela qual
embora o sistema seja ptblico, russos e europeus
tratam de ter cada um o seu.

Dois amigos

Vamos simular o cdlculo de uma posi¢cdo desco-
nhecida usando triangulagdo, mas vamos trabalhar
apenas em 2D, que ninguém aqui estd a fim de en-
louquecer por causa da geometria analitica. ;-)

Suponhamos uma regido plana, na qual dois
pontos tem coordenadas conhecidas. Vocé vai co-
locar 2 amigos, um em cada ponto, todos munidos
de relégios precisos.

Vocé combinou que as 14h00, um dos seus ami-
gos dard um tiro de canhdo. Nessa mesma hora,
vocé ligard um cronémetro. Alguns segundos ou
minutos depois, vocé ouvird o tiro e desligard o
crondémetro, obtendo um tempo gasto pelo baru-
lho para percorrer a distancia entre o seu primeiro
amigo e vocé. Vamos chamar esta distancia de Dj.

Lembrando que o som se propaga a 0.340
Km/seg, vocé conseguird uma medida confidvel en-
tre vocé e seu amigo 1.

O procedimento sera repetido as 14h15 com
seu amigo numero 2. Pelo mesmo mecanismo vocé
obterd a distancia entre vocé e seu amigo 2. Serd
a distancia Ds.

Sabendo que seu amigo 1, se encontra no cen-
tro de uma circunferéncia de raio D e coordenadas

do centro iguais a z1,y1, € seu amigo 2 se encon-
tra em x2,ys2, também no centro de uma circun-
feréncia de raio Ds, e que vocé se encontra sobre
as duas circunferéncias, pede-se que vocé calcule a
sua posicao.

Obs: se vocé nao tiver muita intimidade com
a geometria analitica, um bom método é o gréfico.
Use um papel milimetrado, disponha os dois pon-
tos, trace duas circunferéncias de raios Dy e Dy e
nos encontros das duas circunferéncias vocé estara.

Obs:

* Este procedimento também pode ser usado para
verificar o acerto/erro das contas e a verificagao
final do ponto.

* Como sé usaremos 2 amigos (ao invés de 3), ha-
verd 2 pontos candidatos, ambos na superficie
da terra. Responda os 2.

* Um terceiro amigo eliminaria a ambigiiidade.

Exemplo Seja um caso em que x1 = T7TKm,
y1 = 40Km. x2 = 120Km, y2 = 38Km. Os tem-
pos sao: t; = 135.29seg e t2 = 100.00seg.

Obtem-se di = 46Km e do = 34Km. A
férmula da circunferéncia 1 é x° + y2 — 154z —
80y + 5413 =0

A férmula da circunferéncia 2 é :v2+y2 —240x—
76y + 14688 = 0

Subtraindo uma equagao da outra, fica-se com
86x — 4y — 9275 =0 e y = 21.5x — 2318.75.

Substituindo o y obtido em qualquer uma das
equacoes, chega-se ao valor correto do observador
que é z, = 111Km, y, = 7T1Km, ou o outro valor
possivel que é z, = 108 Km, y, = 6Km.

IZ” Para vocé fazer
Dados:

* Seu amigo 1 estd em ;1 = 80 Km e y; = 60 Km.

* Seu amigo 2 estd em xzo = 124 Km e yo, = 64
Km.

* O tiro do amigo 1 demorou t; = 129.41 segun-
dos. O tiro do amigo 2 demorou t2 = 97.06
segundos.

Como fazer

Para entender o funcionamento do sistema, é ne-
cessario relembrar um pouco de fisica e de geome-
tria andlitica.

Da fisica: distancia = velocidade X tempo. Sa-
bendo que a velocidade do som é 0.340 Km/seg,
obtém-se as duas distancias.

Da geometria analitica, uma circunferéncia no
plano é perfeitamente determinada se soubermos as
coordenadas «, 8 do seu centro, bem como o raio
dele, usualmente representada por R. Da geome-
tria analitica, e do Teorema de Pitdgoras, a férmula

(x—a)’+(y—-B)> =R

Do problema, sdo conhecidos a1, asz, 81,82, D1 e
D;. Obtem-se agora duas férmulas em z*,z,y
e y. Operando com elas obtem-se dois pares
de z,y que sdo os pontos candidatos. Os dois
pontos candidatos a serem sua localizagdo sdo:

X,y Xy

Mais Um

* Seu amigo 1 estd em 1 = 60 Km e y; = 23 Km.

* Seu amigo 2 estd em xzo = 104 Km e yo = 24
Km.

* O tiro do amigo 1 demorou t; = 117.65 segun-

dos. O tiro do amigo 2 demorou t; = 76.47
segundos.
X,y Xy
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Dia 3 de setembro de 1989 Maracana
lotado para assistir ao Brasil X Chile, pelas eli-
minatérias da Copa do Mundo de 90. Longe dali,
em algum ponto a principio entre Marabd e Belém,
Cezar Augusto Garcez comanda um voo cego. Per-
dido em pleno ar, tenta se posicionar. Localiza, em
vao, uma radio que transmitia a partida que en-
traria para a histéria como “o jogo da fogueteira”.
Aquele voo também estaria nos jornais no dia se-
guinte: “Avido desaparece na Amazoénia”, publicou
O Globo.

Heréi e vilao, ao mesmo tempo, o comandante
Garcez é a principal personagem do RG-254 que
caiu na selva amazonica em 1989. O que deveria
ser um voo rotineiro se transformou numa tragédia.
Desorientado, Garcez permaneceu durante trés ho-
ras em vdo cego. Temendo que o erro fosse desco-
berto, passou diversas informagoes truncadas para
a base, afirmou estar onde nao estava. Sem com-
bustivel, arriscou o aparentemente impossivel: um
pouso na copa das arvores, em plena noite, com
visibilidade praticamente nula. Garcez foi acusado
de negligenciar rotinas bésicas da aviagdo. Por ou-
tro lado, salvou a vida de muitos passageiros ao
conseguir aterrissar a aeronave e cuidar dos feri-
dos. Ainda hoje, aguarda julgamento.

A desorientacgao completa em voo, embora rara
(todo o treinamento dos pilotos é para impedir
isso), de vez em quando d4 as caras. H& um
episédio famoso, durante a crise dos misseis em
Cuba, em que um piloto de U2, Charles Maultsby,
resolveu se perder no Polo Norte. Desorientado,
acabou entrando mais de 500 Km em territério da
antiga Unido Soviética.

Teve uma sorte dos diabos, se achou e retor-
nou, mas o dia escolhido por ele para se perder
nao podia ser pior: Foi dia 27 de outubro de 1962,
o dia em que o mundo esteve mais préximo da IV
Guerra Mundial, que seria também a tultima: a hu-
manidade teria sido aniquilada. Alids, os russos
juravam que a missdo do U2 era preparar a invasao
dos misseis.

GPS Na década de 70, os EUA comecaram a
projetar e implementar o sistema conhecido como
GPS (Global Positioning System). O primeiro
satélite Navstar foi langado em 1978. O obje-
tivo principal era permitir que os estimados 40.000
usudrios militares americanos se orientassem sobre
a terra. Os civis comegaram a usar o sistema a
partir da década de 80. Hoje, estima-se em mais
de 50.000.000 de dispositivos capazes de receber os
sinais de GPS e apresentar uma estimativa de lo-
calizagao.

Além do sistema americano, existe o russo
Glonass de uso exclusivo pelos militares e a partir
da tultima semana de 2005, o sistema Galileu cons-
truido e operado pela Agéncia Espacial Européia.
H& também o chinés, chamado Beidou.

A grande explosao de uso, vem quando celula-
res e automdéveis comegam a vir de fiabrica com a
possibilidade de informar sua localizagao. Associ-
ados a sistemas de mapas embarcados, podem in-
formar ao motorista qual caminho tomar para ir
virtualmente a qualquer lugar sobre a superficie
terrestre. Associados a telefones celulares, podem
informar a localizagdo do telefone. Associados a
sistemas de protegao contra roubo de automéveis,
informam a localizagdo em tempo real e assim por
diante. A lista de aplicagbes possiveis parece ines-
gotavel. Seja como for surge uma tendéncia muito
forte que é, ao cadastrar um imével, cadastrar
também suas coordenadas geogréficas.

Todos os sistemas acima se baseiam na tri-
angulagdo (ou quadrangulacdo) do receptor em
relagdo a 3 ou 4 (ou mais) satélites em érbita da
terra.

O sistema comega pela identificagdo de diver-
sos pontos fixos sobre a superficie terrestre. Tais
pontos contam com estagdes transmissoras e per-
mitem a cada satélite a recepcdo de diversos pon-
tos. Medindo o tempo gasto por cada sinal desde a
estagdo terrena até o satélite, e fazendo isso com di-
versas estacOes, o satélite conhece sua real posigao
com precisdo de centimetros.

Cada satélite possui um relégio atémico, inte-
grado & rede GPS e que garante precisdo de tempo

de 1 bilionésimo de segundo.

Todos os satélites emitem 2 mensagens: A pri-
meira, envia a identificagdo do satélite, sua posicao
no espago e sua hora interna. Uma segunda men-
sagem é uma seqiiéncia de impulsos digitais em um
padrao inconfundivel.

Tudo funciona como se o receptor também
gerasse no mesmo instante de tempo a mesma
seqiiéncia de impulsos digitais. Da anélise dos dois
sinais (o gerado pelo satélite e o gerado interna-
mente no receptor) é possivel medir o retardo do
sinal do satélite. Conhecendo a velocidade da luz
(fixa e igual a 299.792.458 m/seg) e conhecendo o
tempo gasto pelo sinal do satélite ao receptor, é
possivel estabelecer a distancia entre satélite e re-
ceptor.

Daqui, pode-se inferir que o receptor esta so-
bre a esfera de centro z,y,z (as coordenadas no
espaco do satélite) e de raio R, que é a distancia
entre o receptor e o satélite.

Ao fazer o mesmo cdlculo com um segundo
satélite, obtem-se uma segunda esfera, e o receptor
estd sobre o circulo de intersec¢do das duas esferas.

Finalmente ao fazer o cdlculo com um terceiro
satélite, obtém-se uma terceira esfera. O receptor
ainda pertence as 3 esferas, e a interseccdao das 3
apresenta apenas 2 pontos no espaco. Um deles
apenas sobre a superficie terrestre, e logo esta é a
posigao do receptor, com precisao de metros.

Problemas Seos receptores pudessem ter um
relégio atéomico 3 satélites bastariam. Como um
relégio atomico é muito caro e pesado, os recep-
tores usam reldgios de quartzo comum (sujeitos a
erros de 1 seg/dia).

Entao usa-se um quarto satélite para refazer os
cédlculos e permitir acertar o atraso/adiantamento
do relégio local ao relégio da rede.

Se o usudrio estiver em movimento, os sinais
ainda vém afetados pelo efeito Doppler, que pre-
cisa ser analiticamente corrigido antes de estabe-
lecer a posi¢do do receptor. Idem para os efeitos
relativisticos associados.

O sistema americano usa duas radio-
freqiiéncias: L1 e L2. A L1 é chamada Sinal
Civil, embora os militares também a usem. A L2 é
de uso exclusivo militar, j& que seus cédigos (a se-
gunda parte das mensagens) nao sao publicos e sdo
protegidos por criptografia. Ao usar apenas o sinal
L1, receptores conseguem determinar sua posicao
com erros de 5 a 10 m, causados pela agdo da
ionosfera. A camada de ar sobre a terra aumenta
a densidade da atmosfera, causando refragao nos
sinais. E como um l4pis colocado dentro de um
copo de agua.

A poténcia de um satélite é de 500W, o equiva-
lente a 5 lampadas de 100W. Apenas para efeito de
comparagao, o sinal de TV de um satélite é 1 bilhao
de vezes mais forte. Este fato permite que inter-
feréncias (as vezes propositais) obscurecam ou até
invalidem o sinal dos satélites. Este fato é usado
em teatros de guerra, quando as forgas americanas
introduzem geradores locais de ruido centrados na
banda usada pelo sistema. Essa é a razao pela qual
embora o sistema seja ptblico, russos e europeus
tratam de ter cada um o seu.

Dois amigos

Vamos simular o cdlculo de uma posi¢cdo desco-
nhecida usando triangulagdo, mas vamos trabalhar
apenas em 2D, que ninguém aqui estd a fim de en-
louquecer por causa da geometria analitica. ;-)

Suponhamos uma regido plana, na qual dois
pontos tem coordenadas conhecidas. Vocé vai co-
locar 2 amigos, um em cada ponto, todos munidos
de relégios precisos.

Vocé combinou que as 14h00, um dos seus ami-
gos dard um tiro de canhdo. Nessa mesma hora,
vocé ligard um cronémetro. Alguns segundos ou
minutos depois, vocé ouvird o tiro e desligard o
crondémetro, obtendo um tempo gasto pelo baru-
lho para percorrer a distancia entre o seu primeiro
amigo e vocé. Vamos chamar esta distancia de Dj.

Lembrando que o som se propaga a 0.340
Km/seg, vocé conseguird uma medida confidvel en-
tre vocé e seu amigo 1.

O procedimento sera repetido as 14h15 com
seu amigo numero 2. Pelo mesmo mecanismo vocé
obterd a distancia entre vocé e seu amigo 2. Serd
a distancia Ds.

Sabendo que seu amigo 1, se encontra no cen-
tro de uma circunferéncia de raio D e coordenadas

do centro iguais a z1,y1, € seu amigo 2 se encon-
tra em x2,ys2, também no centro de uma circun-
feréncia de raio Ds, e que vocé se encontra sobre
as duas circunferéncias, pede-se que vocé calcule a
sua posicao.

Obs: se vocé nao tiver muita intimidade com
a geometria analitica, um bom método é o gréfico.
Use um papel milimetrado, disponha os dois pon-
tos, trace duas circunferéncias de raios Dy e Dy e
nos encontros das duas circunferéncias vocé estara.

Obs:

* Este procedimento também pode ser usado para
verificar o acerto/erro das contas e a verificagao
final do ponto.

* Como sé usaremos 2 amigos (ao invés de 3), ha-
verd 2 pontos candidatos, ambos na superficie
da terra. Responda os 2.

* Um terceiro amigo eliminaria a ambigiiidade.

Exemplo Seja um caso em que x1 = T7TKm,
y1 = 40Km. x2 = 120Km, y2 = 38Km. Os tem-
pos sao: t; = 135.29seg e t2 = 100.00seg.

Obtem-se di = 46Km e do = 34Km. A
férmula da circunferéncia 1 é x° + y2 — 154z —
80y + 5413 =0

A férmula da circunferéncia 2 é :v2+y2 —240x—
76y + 14688 = 0

Subtraindo uma equagao da outra, fica-se com
86x — 4y — 9275 =0 e y = 21.5x — 2318.75.

Substituindo o y obtido em qualquer uma das
equacoes, chega-se ao valor correto do observador
que é z, = 111Km, y, = 7T1Km, ou o outro valor
possivel que é z, = 108 Km, y, = 6Km.

IZ” Para vocé fazer
Dados:

* Seu amigo 1 estd em 1 = 60 Km e y; = 25 Km.

* Seu amigo 2 estd em xzo = 104 Km e yo = 29
Km.

* O tiro do amigo 1 demorou t; = 117.65 segun-
dos. O tiro do amigo 2 demorou t; = 82.35
segundos.

Como fazer

Para entender o funcionamento do sistema, é ne-
cessario relembrar um pouco de fisica e de geome-
tria andlitica.

Da fisica: distancia = velocidade X tempo. Sa-
bendo que a velocidade do som é 0.340 Km/seg,
obtém-se as duas distancias.

Da geometria analitica, uma circunferéncia no
plano é perfeitamente determinada se soubermos as
coordenadas «, 8 do seu centro, bem como o raio
dele, usualmente representada por R. Da geome-
tria analitica, e do Teorema de Pitdgoras, a férmula

(x—a)’+(y—-B)> =R

Do problema, sdo conhecidos a1, asz, 81,82, D1 e
D;. Obtem-se agora duas férmulas em z*,z,y
e y. Operando com elas obtem-se dois pares
de z,y que sdo os pontos candidatos. Os dois
pontos candidatos a serem sua localizagdo sdo:

X,y Xy

Mais Um

* Seu amigo 1 estd em 1 = 77 Km e y; = 25 Km.

* Seu amigo 2 estd em xzo = 119 Km e y2 = 30
Km.

* O tiro do amigo 1 demorou t; = 117.65 segun-

dos. O tiro do amigo 2 demorou t; = 82.35
segundos.
X,y Xy
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Dia 3 de setembro de 1989 Maracana
lotado para assistir ao Brasil X Chile, pelas eli-
minatérias da Copa do Mundo de 90. Longe dali,
em algum ponto a principio entre Marabd e Belém,
Cezar Augusto Garcez comanda um voo cego. Per-
dido em pleno ar, tenta se posicionar. Localiza, em
vao, uma radio que transmitia a partida que en-
traria para a histéria como “o jogo da fogueteira”.
Aquele voo também estaria nos jornais no dia se-
guinte: “Avido desaparece na Amazoénia”, publicou
O Globo.

Heréi e vilao, ao mesmo tempo, o comandante
Garcez é a principal personagem do RG-254 que
caiu na selva amazonica em 1989. O que deveria
ser um voo rotineiro se transformou numa tragédia.
Desorientado, Garcez permaneceu durante trés ho-
ras em vdo cego. Temendo que o erro fosse desco-
berto, passou diversas informagoes truncadas para
a base, afirmou estar onde nao estava. Sem com-
bustivel, arriscou o aparentemente impossivel: um
pouso na copa das arvores, em plena noite, com
visibilidade praticamente nula. Garcez foi acusado
de negligenciar rotinas bésicas da aviagdo. Por ou-
tro lado, salvou a vida de muitos passageiros ao
conseguir aterrissar a aeronave e cuidar dos feri-
dos. Ainda hoje, aguarda julgamento.

A desorientacgao completa em voo, embora rara
(todo o treinamento dos pilotos é para impedir
isso), de vez em quando d4 as caras. H& um
episédio famoso, durante a crise dos misseis em
Cuba, em que um piloto de U2, Charles Maultsby,
resolveu se perder no Polo Norte. Desorientado,
acabou entrando mais de 500 Km em territério da
antiga Unido Soviética.

Teve uma sorte dos diabos, se achou e retor-
nou, mas o dia escolhido por ele para se perder
nao podia ser pior: Foi dia 27 de outubro de 1962,
o dia em que o mundo esteve mais préximo da IV
Guerra Mundial, que seria também a tultima: a hu-
manidade teria sido aniquilada. Alids, os russos
juravam que a missdo do U2 era preparar a invasao
dos misseis.

GPS Na década de 70, os EUA comecaram a
projetar e implementar o sistema conhecido como
GPS (Global Positioning System). O primeiro
satélite Navstar foi langado em 1978. O obje-
tivo principal era permitir que os estimados 40.000
usudrios militares americanos se orientassem sobre
a terra. Os civis comegaram a usar o sistema a
partir da década de 80. Hoje, estima-se em mais
de 50.000.000 de dispositivos capazes de receber os
sinais de GPS e apresentar uma estimativa de lo-
calizagao.

Além do sistema americano, existe o russo
Glonass de uso exclusivo pelos militares e a partir
da tultima semana de 2005, o sistema Galileu cons-
truido e operado pela Agéncia Espacial Européia.
H& também o chinés, chamado Beidou.

A grande explosao de uso, vem quando celula-
res e automdéveis comegam a vir de fiabrica com a
possibilidade de informar sua localizagao. Associ-
ados a sistemas de mapas embarcados, podem in-
formar ao motorista qual caminho tomar para ir
virtualmente a qualquer lugar sobre a superficie
terrestre. Associados a telefones celulares, podem
informar a localizagdo do telefone. Associados a
sistemas de protegao contra roubo de automéveis,
informam a localizagdo em tempo real e assim por
diante. A lista de aplicagbes possiveis parece ines-
gotavel. Seja como for surge uma tendéncia muito
forte que é, ao cadastrar um imével, cadastrar
também suas coordenadas geogréficas.

Todos os sistemas acima se baseiam na tri-
angulagdo (ou quadrangulacdo) do receptor em
relagdo a 3 ou 4 (ou mais) satélites em érbita da
terra.

O sistema comega pela identificagdo de diver-
sos pontos fixos sobre a superficie terrestre. Tais
pontos contam com estagdes transmissoras e per-
mitem a cada satélite a recepcdo de diversos pon-
tos. Medindo o tempo gasto por cada sinal desde a
estagdo terrena até o satélite, e fazendo isso com di-
versas estacOes, o satélite conhece sua real posigao
com precisdo de centimetros.

Cada satélite possui um relégio atémico, inte-
grado & rede GPS e que garante precisdo de tempo

de 1 bilionésimo de segundo.

Todos os satélites emitem 2 mensagens: A pri-
meira, envia a identificagdo do satélite, sua posicao
no espago e sua hora interna. Uma segunda men-
sagem é uma seqiiéncia de impulsos digitais em um
padrao inconfundivel.

Tudo funciona como se o receptor também
gerasse no mesmo instante de tempo a mesma
seqiiéncia de impulsos digitais. Da anélise dos dois
sinais (o gerado pelo satélite e o gerado interna-
mente no receptor) é possivel medir o retardo do
sinal do satélite. Conhecendo a velocidade da luz
(fixa e igual a 299.792.458 m/seg) e conhecendo o
tempo gasto pelo sinal do satélite ao receptor, é
possivel estabelecer a distancia entre satélite e re-
ceptor.

Daqui, pode-se inferir que o receptor esta so-
bre a esfera de centro z,y,z (as coordenadas no
espaco do satélite) e de raio R, que é a distancia
entre o receptor e o satélite.

Ao fazer o mesmo cdlculo com um segundo
satélite, obtem-se uma segunda esfera, e o receptor
estd sobre o circulo de intersec¢do das duas esferas.

Finalmente ao fazer o cdlculo com um terceiro
satélite, obtém-se uma terceira esfera. O receptor
ainda pertence as 3 esferas, e a interseccdao das 3
apresenta apenas 2 pontos no espaco. Um deles
apenas sobre a superficie terrestre, e logo esta é a
posigao do receptor, com precisao de metros.

Problemas Seos receptores pudessem ter um
relégio atéomico 3 satélites bastariam. Como um
relégio atomico é muito caro e pesado, os recep-
tores usam reldgios de quartzo comum (sujeitos a
erros de 1 seg/dia).

Entao usa-se um quarto satélite para refazer os
cédlculos e permitir acertar o atraso/adiantamento
do relégio local ao relégio da rede.

Se o usudrio estiver em movimento, os sinais
ainda vém afetados pelo efeito Doppler, que pre-
cisa ser analiticamente corrigido antes de estabe-
lecer a posi¢do do receptor. Idem para os efeitos
relativisticos associados.

O sistema americano usa duas radio-
freqiiéncias: L1 e L2. A L1 é chamada Sinal
Civil, embora os militares também a usem. A L2 é
de uso exclusivo militar, j& que seus cédigos (a se-
gunda parte das mensagens) nao sao publicos e sdo
protegidos por criptografia. Ao usar apenas o sinal
L1, receptores conseguem determinar sua posicao
com erros de 5 a 10 m, causados pela agdo da
ionosfera. A camada de ar sobre a terra aumenta
a densidade da atmosfera, causando refragao nos
sinais. E como um l4pis colocado dentro de um
copo de agua.

A poténcia de um satélite é de 500W, o equiva-
lente a 5 lampadas de 100W. Apenas para efeito de
comparagao, o sinal de TV de um satélite é 1 bilhao
de vezes mais forte. Este fato permite que inter-
feréncias (as vezes propositais) obscurecam ou até
invalidem o sinal dos satélites. Este fato é usado
em teatros de guerra, quando as forgas americanas
introduzem geradores locais de ruido centrados na
banda usada pelo sistema. Essa é a razao pela qual
embora o sistema seja ptblico, russos e europeus
tratam de ter cada um o seu.

Dois amigos

Vamos simular o cdlculo de uma posi¢cdo desco-
nhecida usando triangulagdo, mas vamos trabalhar
apenas em 2D, que ninguém aqui estd a fim de en-
louquecer por causa da geometria analitica. ;-)

Suponhamos uma regido plana, na qual dois
pontos tem coordenadas conhecidas. Vocé vai co-
locar 2 amigos, um em cada ponto, todos munidos
de relégios precisos.

Vocé combinou que as 14h00, um dos seus ami-
gos dard um tiro de canhdo. Nessa mesma hora,
vocé ligard um cronémetro. Alguns segundos ou
minutos depois, vocé ouvird o tiro e desligard o
crondémetro, obtendo um tempo gasto pelo baru-
lho para percorrer a distancia entre o seu primeiro
amigo e vocé. Vamos chamar esta distancia de Dj.

Lembrando que o som se propaga a 0.340
Km/seg, vocé conseguird uma medida confidvel en-
tre vocé e seu amigo 1.

O procedimento sera repetido as 14h15 com
seu amigo numero 2. Pelo mesmo mecanismo vocé
obterd a distancia entre vocé e seu amigo 2. Serd
a distancia Ds.

Sabendo que seu amigo 1, se encontra no cen-
tro de uma circunferéncia de raio D e coordenadas

do centro iguais a z1,y1, € seu amigo 2 se encon-
tra em x2,ys2, também no centro de uma circun-
feréncia de raio Ds, e que vocé se encontra sobre
as duas circunferéncias, pede-se que vocé calcule a
sua posicao.

Obs: se vocé nao tiver muita intimidade com
a geometria analitica, um bom método é o gréfico.
Use um papel milimetrado, disponha os dois pon-
tos, trace duas circunferéncias de raios Dy e Dy e
nos encontros das duas circunferéncias vocé estara.

Obs:

* Este procedimento também pode ser usado para
verificar o acerto/erro das contas e a verificagao
final do ponto.

* Como s6 usaremos 2 amigos (ao invés de 3), ha-
verd 2 pontos candidatos, ambos na superficie
da terra. Responda os 2.

* Um terceiro amigo eliminaria a ambigiiidade.

Exemplo Seja um caso em que z1 = 7T7TKm,
y1 = 40Km. x2 = 120Km, y2 = 38Km. Os tem-
pos sao: t; = 135.29seg e t2 = 100.00seg.

Obtem-se di = 46Km e do = 34Km. A
férmula da circunferéncia 1 é x° + y2 — 154z —
80y + 5413 =0

A férmula da circunferéncia 2 é x2+y2 —240z—
76y + 14688 = 0

Subtraindo uma equagao da outra, fica-se com
86x — 4y — 9275 =0 e y = 21.5¢z — 2318.75.

Substituindo o y obtido em qualquer uma das
equacoes, chega-se ao valor correto do observador
que é z, = 111Km, y, = 7T1Km, ou o outro valor
possivel que é z, = 108 Km, y, = 6Km.

IZ¥” Para vocé fazer
Dados:

* Seu amigo 1 estd em 1 = 50 Km e y; = 44 Km.
* Seu amigo 2 estd em z2 = 99 Km e y2 = 41 Km.

* O tiro do amigo 1 demorou t; = 132.35 segun-
dos. O tiro do amigo 2 demorou t2 = 67.65
segundos.

Como fazer

Para entender o funcionamento do sistema, é ne-
cessario relembrar um pouco de fisica e de geome-
tria andlitica.

Da fisica: distancia = velocidade X tempo. Sa-
bendo que a velocidade do som é 0.340 Km/seg,
obtém-se as duas distancias.

Da geometria analitica, uma circunferéncia no
plano é perfeitamente determinada se soubermos as
coordenadas «, 3 do seu centro, bem como o raio
dele, usualmente representada por R. Da geome-
tria analitica, e do Teorema de Pitagoras, a férmula

(s}
(¢—a)+(y—B)° =R

Do problema, sdo conhecidos oy, asz, 81,82, D1 e
Ds. Obtem-se agora duas férmulas em z°,z,y
e y. Operando com elas obtem-se dois pares
de z,y que sdo os pontos candidatos. Os dois
pontos candidatos a serem sua localizagdo sao:

XYy Xy

Mais Um

* Seu amigo 1 estd em 1 = 73 Km e y; = 26 Km.

* Seu amigo 2 estd em xzo = 105 Km e yo = 29
Km.

* O tiro do amigo 1 demorou t; = 100.00 segun-

dos. O tiro do amigo 2 demorou ty = 91.18
segundos.
X,y X,y
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Dia 3 de setembro de 1989 Maracana
lotado para assistir ao Brasil X Chile, pelas eli-
minatérias da Copa do Mundo de 90. Longe dali,
em algum ponto a principio entre Marabd e Belém,
Cezar Augusto Garcez comanda um voo cego. Per-
dido em pleno ar, tenta se posicionar. Localiza, em
vao, uma radio que transmitia a partida que en-
traria para a histéria como “o jogo da fogueteira”.
Aquele voo também estaria nos jornais no dia se-
guinte: “Avido desaparece na Amazoénia”, publicou
O Globo.

Heréi e vilao, ao mesmo tempo, o comandante
Garcez é a principal personagem do RG-254 que
caiu na selva amazonica em 1989. O que deveria
ser um voo rotineiro se transformou numa tragédia.
Desorientado, Garcez permaneceu durante trés ho-
ras em vdo cego. Temendo que o erro fosse desco-
berto, passou diversas informagoes truncadas para
a base, afirmou estar onde nao estava. Sem com-
bustivel, arriscou o aparentemente impossivel: um
pouso na copa das arvores, em plena noite, com
visibilidade praticamente nula. Garcez foi acusado
de negligenciar rotinas bésicas da aviagdo. Por ou-
tro lado, salvou a vida de muitos passageiros ao
conseguir aterrissar a aeronave e cuidar dos feri-
dos. Ainda hoje, aguarda julgamento.

A desorientacgao completa em voo, embora rara
(todo o treinamento dos pilotos é para impedir
isso), de vez em quando d4 as caras. H& um
episédio famoso, durante a crise dos misseis em
Cuba, em que um piloto de U2, Charles Maultsby,
resolveu se perder no Polo Norte. Desorientado,
acabou entrando mais de 500 Km em territério da
antiga Unido Soviética.

Teve uma sorte dos diabos, se achou e retor-
nou, mas o dia escolhido por ele para se perder
nao podia ser pior: Foi dia 27 de outubro de 1962,
o dia em que o mundo esteve mais préximo da IV
Guerra Mundial, que seria também a tultima: a hu-
manidade teria sido aniquilada. Alids, os russos
juravam que a missdo do U2 era preparar a invasao
dos misseis.

GPS Na década de 70, os EUA comecaram a
projetar e implementar o sistema conhecido como
GPS (Global Positioning System). O primeiro
satélite Navstar foi langado em 1978. O obje-
tivo principal era permitir que os estimados 40.000
usudrios militares americanos se orientassem sobre
a terra. Os civis comegaram a usar o sistema a
partir da década de 80. Hoje, estima-se em mais
de 50.000.000 de dispositivos capazes de receber os
sinais de GPS e apresentar uma estimativa de lo-
calizagao.

Além do sistema americano, existe o russo
Glonass de uso exclusivo pelos militares e a partir
da tultima semana de 2005, o sistema Galileu cons-
truido e operado pela Agéncia Espacial Européia.
H& também o chinés, chamado Beidou.

A grande explosao de uso, vem quando celula-
res e automdéveis comegam a vir de fiabrica com a
possibilidade de informar sua localizagao. Associ-
ados a sistemas de mapas embarcados, podem in-
formar ao motorista qual caminho tomar para ir
virtualmente a qualquer lugar sobre a superficie
terrestre. Associados a telefones celulares, podem
informar a localizagdo do telefone. Associados a
sistemas de protegao contra roubo de automéveis,
informam a localizagdo em tempo real e assim por
diante. A lista de aplicagbes possiveis parece ines-
gotavel. Seja como for surge uma tendéncia muito
forte que é, ao cadastrar um imével, cadastrar
também suas coordenadas geogréficas.

Todos os sistemas acima se baseiam na tri-
angulagdo (ou quadrangulacdo) do receptor em
relagdo a 3 ou 4 (ou mais) satélites em érbita da
terra.

O sistema comega pela identificagdo de diver-
sos pontos fixos sobre a superficie terrestre. Tais
pontos contam com estagdes transmissoras e per-
mitem a cada satélite a recepcdo de diversos pon-
tos. Medindo o tempo gasto por cada sinal desde a
estagdo terrena até o satélite, e fazendo isso com di-
versas estacOes, o satélite conhece sua real posigao
com precisdo de centimetros.

Cada satélite possui um relégio atémico, inte-
grado & rede GPS e que garante precisdo de tempo

de 1 bilionésimo de segundo.

Todos os satélites emitem 2 mensagens: A pri-
meira, envia a identificagdo do satélite, sua posicao
no espago e sua hora interna. Uma segunda men-
sagem é uma seqiiéncia de impulsos digitais em um
padrao inconfundivel.

Tudo funciona como se o receptor também
gerasse no mesmo instante de tempo a mesma
seqiiéncia de impulsos digitais. Da anélise dos dois
sinais (o gerado pelo satélite e o gerado interna-
mente no receptor) é possivel medir o retardo do
sinal do satélite. Conhecendo a velocidade da luz
(fixa e igual a 299.792.458 m/seg) e conhecendo o
tempo gasto pelo sinal do satélite ao receptor, é
possivel estabelecer a distancia entre satélite e re-
ceptor.

Daqui, pode-se inferir que o receptor esta so-
bre a esfera de centro z,y,z (as coordenadas no
espaco do satélite) e de raio R, que é a distancia
entre o receptor e o satélite.

Ao fazer o mesmo cdlculo com um segundo
satélite, obtem-se uma segunda esfera, e o receptor
estd sobre o circulo de intersec¢do das duas esferas.

Finalmente ao fazer o cdlculo com um terceiro
satélite, obtém-se uma terceira esfera. O receptor
ainda pertence as 3 esferas, e a interseccdao das 3
apresenta apenas 2 pontos no espaco. Um deles
apenas sobre a superficie terrestre, e logo esta é a
posigao do receptor, com precisao de metros.

Problemas Seos receptores pudessem ter um
relégio atéomico 3 satélites bastariam. Como um
relégio atomico é muito caro e pesado, os recep-
tores usam reldgios de quartzo comum (sujeitos a
erros de 1 seg/dia).

Entao usa-se um quarto satélite para refazer os
cédlculos e permitir acertar o atraso/adiantamento
do relégio local ao relégio da rede.

Se o usudrio estiver em movimento, os sinais
ainda vém afetados pelo efeito Doppler, que pre-
cisa ser analiticamente corrigido antes de estabe-
lecer a posi¢do do receptor. Idem para os efeitos
relativisticos associados.

O sistema americano usa duas radio-
freqiiéncias: L1 e L2. A L1 é chamada Sinal
Civil, embora os militares também a usem. A L2 é
de uso exclusivo militar, j& que seus cédigos (a se-
gunda parte das mensagens) nao sao publicos e sdo
protegidos por criptografia. Ao usar apenas o sinal
L1, receptores conseguem determinar sua posicao
com erros de 5 a 10 m, causados pela agdo da
ionosfera. A camada de ar sobre a terra aumenta
a densidade da atmosfera, causando refragao nos
sinais. E como um l4pis colocado dentro de um
copo de agua.

A poténcia de um satélite é de 500W, o equiva-
lente a 5 lampadas de 100W. Apenas para efeito de
comparagao, o sinal de TV de um satélite é 1 bilhao
de vezes mais forte. Este fato permite que inter-
feréncias (as vezes propositais) obscurecam ou até
invalidem o sinal dos satélites. Este fato é usado
em teatros de guerra, quando as forgas americanas
introduzem geradores locais de ruido centrados na
banda usada pelo sistema. Essa é a razao pela qual
embora o sistema seja ptblico, russos e europeus
tratam de ter cada um o seu.

Dois amigos

Vamos simular o cdlculo de uma posi¢cdo desco-
nhecida usando triangulagdo, mas vamos trabalhar
apenas em 2D, que ninguém aqui estd a fim de en-
louquecer por causa da geometria analitica. ;-)

Suponhamos uma regido plana, na qual dois
pontos tem coordenadas conhecidas. Vocé vai co-
locar 2 amigos, um em cada ponto, todos munidos
de relégios precisos.

Vocé combinou que as 14h00, um dos seus ami-
gos dard um tiro de canhdo. Nessa mesma hora,
vocé ligard um cronémetro. Alguns segundos ou
minutos depois, vocé ouvird o tiro e desligard o
crondémetro, obtendo um tempo gasto pelo baru-
lho para percorrer a distancia entre o seu primeiro
amigo e vocé. Vamos chamar esta distancia de Dj.

Lembrando que o som se propaga a 0.340
Km/seg, vocé conseguird uma medida confidvel en-
tre vocé e seu amigo 1.

O procedimento sera repetido as 14h15 com
seu amigo numero 2. Pelo mesmo mecanismo vocé
obterd a distancia entre vocé e seu amigo 2. Serd
a distancia Ds.

Sabendo que seu amigo 1, se encontra no cen-
tro de uma circunferéncia de raio D e coordenadas

do centro iguais a z1,y1, € seu amigo 2 se encon-
tra em x2,ys2, também no centro de uma circun-
feréncia de raio Ds, e que vocé se encontra sobre
as duas circunferéncias, pede-se que vocé calcule a
sua posicao.

Obs: se vocé nao tiver muita intimidade com
a geometria analitica, um bom método é o gréfico.
Use um papel milimetrado, disponha os dois pon-
tos, trace duas circunferéncias de raios Dy e Dy e
nos encontros das duas circunferéncias vocé estara.

Obs:

* Este procedimento também pode ser usado para
verificar o acerto/erro das contas e a verificagao
final do ponto.

* Como s6 usaremos 2 amigos (ao invés de 3), ha-
verd 2 pontos candidatos, ambos na superficie
da terra. Responda os 2.

* Um terceiro amigo eliminaria a ambigiiidade.

Exemplo Seja um caso em que z1 = 7T7TKm,
y1 = 40Km. x2 = 120Km, y2 = 38Km. Os tem-
pos sao: t; = 135.29seg e t2 = 100.00seg.

Obtem-se di = 46Km e do = 34Km. A
férmula da circunferéncia 1 é x° + y2 — 154z —
80y + 5413 =0

A férmula da circunferéncia 2 é x2+y2 —240z—
76y + 14688 = 0

Subtraindo uma equagao da outra, fica-se com
86x — 4y — 9275 =0 e y = 21.5¢z — 2318.75.

Substituindo o y obtido em qualquer uma das
equagoes, chega-se ao valor correto do observador
que é z, = 111Km, y, = 7T1Km, ou o outro valor
possivel que é z, = 108 Km, y, = 6Km.

I¥” Para vocé fazer
Dados:

* Seu amigo 1 estd em 1 = 61 Km e y; = 27 Km.
* Seu amigo 2 estd em z2 = 98 Km e y2 = 23 Km.

* O tiro do amigo 1 demorou t; = 97.06 segundos.
O tiro do amigo 2 demorou t2 = 64.71 segundos.

Como fazer

Para entender o funcionamento do sistema, é ne-
cessario relembrar um pouco de fisica e de geome-
tria andlitica.

Da fisica: distancia = velocidade X tempo. Sa-
bendo que a velocidade do som é 0.340 Km/seg,
obtém-se as duas distancias.

Da geometria analitica, uma circunferéncia no
plano é perfeitamente determinada se soubermos as
coordenadas «, 8 do seu centro, bem como o raio
dele, usualmente representada por R. Da geome-
tria analitica, e do Teorema de Pitdgoras, a férmula

(x—a)’+(w-B7> =R

Do problema, sdo conhecidos a1, asz, 81,82, D1 e
Ds. Obtem-se agora duas férmulas em z°,z,y
e y. Operando com elas obtem-se dois pares
de z,y que sdo os pontos candidatos. Os dois
pontos candidatos a serem sua localizagdo sao:

X,y X,y

Mais Um

* Seu amigo 1 estd em 1 = 60 Km e y; = 50 Km.

* Seu amigo 2 estd em xz2 = 103 Km e yo2 = 48
Km.

* O tiro do amigo 1 demorou t; = 111.76 segun-

dos. O tiro do amigo 2 demorou ts = 100.00
segundos.
X,y X,y
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Dia 3 de setembro de 1989 Maracana
lotado para assistir ao Brasil X Chile, pelas eli-
minatérias da Copa do Mundo de 90. Longe dali,
em algum ponto a principio entre Marabd e Belém,
Cezar Augusto Garcez comanda um voo cego. Per-
dido em pleno ar, tenta se posicionar. Localiza, em
vao, uma radio que transmitia a partida que en-
traria para a histéria como “o jogo da fogueteira”.
Aquele voo também estaria nos jornais no dia se-
guinte: “Avido desaparece na Amazoénia”, publicou
O Globo.

Heréi e vilao, ao mesmo tempo, o comandante
Garcez é a principal personagem do RG-254 que
caiu na selva amazonica em 1989. O que deveria
ser um voo rotineiro se transformou numa tragédia.
Desorientado, Garcez permaneceu durante trés ho-
ras em vdo cego. Temendo que o erro fosse desco-
berto, passou diversas informagoes truncadas para
a base, afirmou estar onde nao estava. Sem com-
bustivel, arriscou o aparentemente impossivel: um
pouso na copa das arvores, em plena noite, com
visibilidade praticamente nula. Garcez foi acusado
de negligenciar rotinas bésicas da aviagdo. Por ou-
tro lado, salvou a vida de muitos passageiros ao
conseguir aterrissar a aeronave e cuidar dos feri-
dos. Ainda hoje, aguarda julgamento.

A desorientacgao completa em voo, embora rara
(todo o treinamento dos pilotos é para impedir
isso), de vez em quando d4 as caras. H& um
episédio famoso, durante a crise dos misseis em
Cuba, em que um piloto de U2, Charles Maultsby,
resolveu se perder no Polo Norte. Desorientado,
acabou entrando mais de 500 Km em territério da
antiga Unido Soviética.

Teve uma sorte dos diabos, se achou e retor-
nou, mas o dia escolhido por ele para se perder
nao podia ser pior: Foi dia 27 de outubro de 1962,
o dia em que o mundo esteve mais préximo da IV
Guerra Mundial, que seria também a tultima: a hu-
manidade teria sido aniquilada. Alids, os russos
juravam que a missdo do U2 era preparar a invasao
dos misseis.

GPS Na década de 70, os EUA comecaram a
projetar e implementar o sistema conhecido como
GPS (Global Positioning System). O primeiro
satélite Navstar foi langado em 1978. O obje-
tivo principal era permitir que os estimados 40.000
usudrios militares americanos se orientassem sobre
a terra. Os civis comegaram a usar o sistema a
partir da década de 80. Hoje, estima-se em mais
de 50.000.000 de dispositivos capazes de receber os
sinais de GPS e apresentar uma estimativa de lo-
calizagao.

Além do sistema americano, existe o russo
Glonass de uso exclusivo pelos militares e a partir
da tultima semana de 2005, o sistema Galileu cons-
truido e operado pela Agéncia Espacial Européia.
H& também o chinés, chamado Beidou.

A grande explosao de uso, vem quando celula-
res e automdéveis comegam a vir de fiabrica com a
possibilidade de informar sua localizagao. Associ-
ados a sistemas de mapas embarcados, podem in-
formar ao motorista qual caminho tomar para ir
virtualmente a qualquer lugar sobre a superficie
terrestre. Associados a telefones celulares, podem
informar a localizagdo do telefone. Associados a
sistemas de protegao contra roubo de automéveis,
informam a localizagdo em tempo real e assim por
diante. A lista de aplicagbes possiveis parece ines-
gotavel. Seja como for surge uma tendéncia muito
forte que é, ao cadastrar um imével, cadastrar
também suas coordenadas geogréficas.

Todos os sistemas acima se baseiam na tri-
angulagdo (ou quadrangulacdo) do receptor em
relagdo a 3 ou 4 (ou mais) satélites em érbita da
terra.

O sistema comega pela identificagdo de diver-
sos pontos fixos sobre a superficie terrestre. Tais
pontos contam com estagdes transmissoras e per-
mitem a cada satélite a recepcdo de diversos pon-
tos. Medindo o tempo gasto por cada sinal desde a
estagdo terrena até o satélite, e fazendo isso com di-
versas estacOes, o satélite conhece sua real posigao
com precisdo de centimetros.

Cada satélite possui um relégio atémico, inte-
grado & rede GPS e que garante precisdo de tempo

de 1 bilionésimo de segundo.

Todos os satélites emitem 2 mensagens: A pri-
meira, envia a identificagdo do satélite, sua posicao
no espago e sua hora interna. Uma segunda men-
sagem é uma seqiiéncia de impulsos digitais em um
padrao inconfundivel.

Tudo funciona como se o receptor também
gerasse no mesmo instante de tempo a mesma
seqiiéncia de impulsos digitais. Da anélise dos dois
sinais (o gerado pelo satélite e o gerado interna-
mente no receptor) é possivel medir o retardo do
sinal do satélite. Conhecendo a velocidade da luz
(fixa e igual a 299.792.458 m/seg) e conhecendo o
tempo gasto pelo sinal do satélite ao receptor, é
possivel estabelecer a distancia entre satélite e re-
ceptor.

Daqui, pode-se inferir que o receptor esta so-
bre a esfera de centro z,y,z (as coordenadas no
espaco do satélite) e de raio R, que é a distancia
entre o receptor e o satélite.

Ao fazer o mesmo cdlculo com um segundo
satélite, obtem-se uma segunda esfera, e o receptor
estd sobre o circulo de intersec¢do das duas esferas.

Finalmente ao fazer o cdlculo com um terceiro
satélite, obtém-se uma terceira esfera. O receptor
ainda pertence as 3 esferas, e a interseccdao das 3
apresenta apenas 2 pontos no espaco. Um deles
apenas sobre a superficie terrestre, e logo esta é a
posigao do receptor, com precisao de metros.

Problemas Seos receptores pudessem ter um
relégio atéomico 3 satélites bastariam. Como um
relégio atomico é muito caro e pesado, os recep-
tores usam reldgios de quartzo comum (sujeitos a
erros de 1 seg/dia).

Entao usa-se um quarto satélite para refazer os
cédlculos e permitir acertar o atraso/adiantamento
do relégio local ao relégio da rede.

Se o usudrio estiver em movimento, os sinais
ainda vém afetados pelo efeito Doppler, que pre-
cisa ser analiticamente corrigido antes de estabe-
lecer a posi¢do do receptor. Idem para os efeitos
relativisticos associados.

O sistema americano usa duas radio-
freqiiéncias: L1 e L2. A L1 é chamada Sinal
Civil, embora os militares também a usem. A L2 é
de uso exclusivo militar, j& que seus cédigos (a se-
gunda parte das mensagens) nao sao publicos e sdo
protegidos por criptografia. Ao usar apenas o sinal
L1, receptores conseguem determinar sua posicao
com erros de 5 a 10 m, causados pela agdo da
ionosfera. A camada de ar sobre a terra aumenta
a densidade da atmosfera, causando refragao nos
sinais. E como um l4pis colocado dentro de um
copo de agua.

A poténcia de um satélite é de 500W, o equiva-
lente a 5 lampadas de 100W. Apenas para efeito de
comparagao, o sinal de TV de um satélite é 1 bilhao
de vezes mais forte. Este fato permite que inter-
feréncias (as vezes propositais) obscurecam ou até
invalidem o sinal dos satélites. Este fato é usado
em teatros de guerra, quando as forgas americanas
introduzem geradores locais de ruido centrados na
banda usada pelo sistema. Essa é a razao pela qual
embora o sistema seja ptblico, russos e europeus
tratam de ter cada um o seu.

Dois amigos

Vamos simular o cdlculo de uma posi¢cdo desco-
nhecida usando triangulagdo, mas vamos trabalhar
apenas em 2D, que ninguém aqui estd a fim de en-
louquecer por causa da geometria analitica. ;-)

Suponhamos uma regido plana, na qual dois
pontos tem coordenadas conhecidas. Vocé vai co-
locar 2 amigos, um em cada ponto, todos munidos
de relégios precisos.

Vocé combinou que as 14h00, um dos seus ami-
gos dard um tiro de canhdo. Nessa mesma hora,
vocé ligard um cronémetro. Alguns segundos ou
minutos depois, vocé ouvird o tiro e desligard o
crondémetro, obtendo um tempo gasto pelo baru-
lho para percorrer a distancia entre o seu primeiro
amigo e vocé. Vamos chamar esta distancia de Dj.

Lembrando que o som se propaga a 0.340
Km/seg, vocé conseguird uma medida confidvel en-
tre vocé e seu amigo 1.

O procedimento sera repetido as 14h15 com
seu amigo numero 2. Pelo mesmo mecanismo vocé
obterd a distancia entre vocé e seu amigo 2. Serd
a distancia Ds.

Sabendo que seu amigo 1, se encontra no cen-
tro de uma circunferéncia de raio D e coordenadas

do centro iguais a z1,y1, € seu amigo 2 se encon-
tra em x2,ys2, também no centro de uma circun-
feréncia de raio Ds, e que vocé se encontra sobre
as duas circunferéncias, pede-se que vocé calcule a
sua posicao.

Obs: se vocé nao tiver muita intimidade com
a geometria analitica, um bom método é o gréfico.
Use um papel milimetrado, disponha os dois pon-
tos, trace duas circunferéncias de raios Dy e Dy e
nos encontros das duas circunferéncias vocé estara.

Obs:

* Este procedimento também pode ser usado para
verificar o acerto/erro das contas e a verificagao
final do ponto.

* Como sé usaremos 2 amigos (ao invés de 3), ha-
verd 2 pontos candidatos, ambos na superficie
da terra. Responda os 2.

* Um terceiro amigo eliminaria a ambigiiidade.

Exemplo Seja um caso em que x1 = T7TKm,
y1 = 40Km. x2 = 120Km, y2 = 38Km. Os tem-
pos sao: t; = 135.29seg e t2 = 100.00seg.

Obtem-se di = 46Km e do = 34Km. A
férmula da circunferéncia 1 é x° + y2 — 154z —
80y + 5413 =0

A férmula da circunferéncia 2 é :v2+y2 —240x—
76y + 14688 = 0

Subtraindo uma equagao da outra, fica-se com
86x — 4y — 9275 =0 e y = 21.5x — 2318.75.

Substituindo o y obtido em qualquer uma das
equacoes, chega-se ao valor correto do observador
que é z, = 111Km, y, = 7T1Km, ou o outro valor
possivel que é z, = 108 Km, y, = 6Km.

IZ” Para vocé fazer
Dados:

* Seu amigo 1 estd em 1 = 59 Km e y; = 36 Km.

* Seu amigo 2 estd em xzo = 107 Km e yo = 32
Km.

* O tiro do amigo 1 demorou t; = 135.29 segun-
dos. O tiro do amigo 2 demorou t2 = 97.06
segundos.

Como fazer

Para entender o funcionamento do sistema, é ne-
cessario relembrar um pouco de fisica e de geome-
tria andlitica.

Da fisica: distancia = velocidade X tempo. Sa-
bendo que a velocidade do som é 0.340 Km/seg,
obtém-se as duas distancias.

Da geometria analitica, uma circunferéncia no
plano é perfeitamente determinada se soubermos as
coordenadas «, 8 do seu centro, bem como o raio
dele, usualmente representada por R. Da geome-
tria analitica, e do Teorema de Pitdgoras, a férmula

(x—a)’+(y—-B)> =R

Do problema, sdo conhecidos a1, asz, 81,82, D1 e
D;. Obtem-se agora duas férmulas em z*,z,y
e y. Operando com elas obtem-se dois pares
de z,y que sdo os pontos candidatos. Os dois
pontos candidatos a serem sua localizagdo sdo:

X,y Xy

Mais Um

* Seu amigo 1 estd em 1 = 79 Km e y; = 21 Km.

* Seu amigo 2 estd em xzo = 117 Km e yo = 23
Km.

* O tiro do amigo 1 demorou t; = 114.71 segun-
dos. O tiro do amigo 2 demorou t2 = 97.06
segundos.

X,y Xy
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Dia 3 de setembro de 1989 Maracana
lotado para assistir ao Brasil X Chile, pelas eli-
minatérias da Copa do Mundo de 90. Longe dali,
em algum ponto a principio entre Marabd e Belém,
Cezar Augusto Garcez comanda um voo cego. Per-
dido em pleno ar, tenta se posicionar. Localiza, em
vao, uma radio que transmitia a partida que en-
traria para a histéria como “o jogo da fogueteira”.
Aquele voo também estaria nos jornais no dia se-
guinte: “Avido desaparece na Amazoénia”, publicou
O Globo.

Heréi e vilao, ao mesmo tempo, o comandante
Garcez é a principal personagem do RG-254 que
caiu na selva amazonica em 1989. O que deveria
ser um voo rotineiro se transformou numa tragédia.
Desorientado, Garcez permaneceu durante trés ho-
ras em vdo cego. Temendo que o erro fosse desco-
berto, passou diversas informagoes truncadas para
a base, afirmou estar onde nao estava. Sem com-
bustivel, arriscou o aparentemente impossivel: um
pouso na copa das arvores, em plena noite, com
visibilidade praticamente nula. Garcez foi acusado
de negligenciar rotinas bésicas da aviagdo. Por ou-
tro lado, salvou a vida de muitos passageiros ao
conseguir aterrissar a aeronave e cuidar dos feri-
dos. Ainda hoje, aguarda julgamento.

A desorientacgao completa em voo, embora rara
(todo o treinamento dos pilotos é para impedir
isso), de vez em quando d4 as caras. H& um
episédio famoso, durante a crise dos misseis em
Cuba, em que um piloto de U2, Charles Maultsby,
resolveu se perder no Polo Norte. Desorientado,
acabou entrando mais de 500 Km em territério da
antiga Unido Soviética.

Teve uma sorte dos diabos, se achou e retor-
nou, mas o dia escolhido por ele para se perder
nao podia ser pior: Foi dia 27 de outubro de 1962,
o dia em que o mundo esteve mais préximo da IV
Guerra Mundial, que seria também a tultima: a hu-
manidade teria sido aniquilada. Alids, os russos
juravam que a missdo do U2 era preparar a invasao
dos misseis.

GPS Na década de 70, os EUA comecaram a
projetar e implementar o sistema conhecido como
GPS (Global Positioning System). O primeiro
satélite Navstar foi langado em 1978. O obje-
tivo principal era permitir que os estimados 40.000
usudrios militares americanos se orientassem sobre
a terra. Os civis comegaram a usar o sistema a
partir da década de 80. Hoje, estima-se em mais
de 50.000.000 de dispositivos capazes de receber os
sinais de GPS e apresentar uma estimativa de lo-
calizagao.

Além do sistema americano, existe o russo
Glonass de uso exclusivo pelos militares e a partir
da tultima semana de 2005, o sistema Galileu cons-
truido e operado pela Agéncia Espacial Européia.
H& também o chinés, chamado Beidou.

A grande explosao de uso, vem quando celula-
res e automdéveis comegam a vir de fiabrica com a
possibilidade de informar sua localizagao. Associ-
ados a sistemas de mapas embarcados, podem in-
formar ao motorista qual caminho tomar para ir
virtualmente a qualquer lugar sobre a superficie
terrestre. Associados a telefones celulares, podem
informar a localizagdo do telefone. Associados a
sistemas de protegao contra roubo de automéveis,
informam a localizagdo em tempo real e assim por
diante. A lista de aplicagbes possiveis parece ines-
gotavel. Seja como for surge uma tendéncia muito
forte que é, ao cadastrar um imével, cadastrar
também suas coordenadas geogréficas.

Todos os sistemas acima se baseiam na tri-
angulagdo (ou quadrangulacdo) do receptor em
relagdo a 3 ou 4 (ou mais) satélites em érbita da
terra.

O sistema comega pela identificagdo de diver-
sos pontos fixos sobre a superficie terrestre. Tais
pontos contam com estagdes transmissoras e per-
mitem a cada satélite a recepcdo de diversos pon-
tos. Medindo o tempo gasto por cada sinal desde a
estagdo terrena até o satélite, e fazendo isso com di-
versas estacOes, o satélite conhece sua real posigao
com precisdo de centimetros.

Cada satélite possui um relégio atémico, inte-
grado & rede GPS e que garante precisdo de tempo

de 1 bilionésimo de segundo.

Todos os satélites emitem 2 mensagens: A pri-
meira, envia a identificagdo do satélite, sua posicao
no espago e sua hora interna. Uma segunda men-
sagem é uma seqiiéncia de impulsos digitais em um
padrao inconfundivel.

Tudo funciona como se o receptor também
gerasse no mesmo instante de tempo a mesma
seqiiéncia de impulsos digitais. Da anélise dos dois
sinais (o gerado pelo satélite e o gerado interna-
mente no receptor) é possivel medir o retardo do
sinal do satélite. Conhecendo a velocidade da luz
(fixa e igual a 299.792.458 m/seg) e conhecendo o
tempo gasto pelo sinal do satélite ao receptor, é
possivel estabelecer a distancia entre satélite e re-
ceptor.

Daqui, pode-se inferir que o receptor esta so-
bre a esfera de centro z,y,z (as coordenadas no
espaco do satélite) e de raio R, que é a distancia
entre o receptor e o satélite.

Ao fazer o mesmo cdlculo com um segundo
satélite, obtem-se uma segunda esfera, e o receptor
estd sobre o circulo de intersec¢do das duas esferas.

Finalmente ao fazer o cdlculo com um terceiro
satélite, obtém-se uma terceira esfera. O receptor
ainda pertence as 3 esferas, e a interseccdao das 3
apresenta apenas 2 pontos no espaco. Um deles
apenas sobre a superficie terrestre, e logo esta é a
posigao do receptor, com precisao de metros.

Problemas Seos receptores pudessem ter um
relégio atéomico 3 satélites bastariam. Como um
relégio atomico é muito caro e pesado, os recep-
tores usam reldgios de quartzo comum (sujeitos a
erros de 1 seg/dia).

Entao usa-se um quarto satélite para refazer os
cédlculos e permitir acertar o atraso/adiantamento
do relégio local ao relégio da rede.

Se o usudrio estiver em movimento, os sinais
ainda vém afetados pelo efeito Doppler, que pre-
cisa ser analiticamente corrigido antes de estabe-
lecer a posi¢do do receptor. Idem para os efeitos
relativisticos associados.

O sistema americano usa duas radio-
freqiiéncias: L1 e L2. A L1 é chamada Sinal
Civil, embora os militares também a usem. A L2 é
de uso exclusivo militar, j& que seus cédigos (a se-
gunda parte das mensagens) nao sao publicos e sdo
protegidos por criptografia. Ao usar apenas o sinal
L1, receptores conseguem determinar sua posicao
com erros de 5 a 10 m, causados pela agdo da
ionosfera. A camada de ar sobre a terra aumenta
a densidade da atmosfera, causando refragao nos
sinais. E como um l4pis colocado dentro de um
copo de agua.

A poténcia de um satélite é de 500W, o equiva-
lente a 5 lampadas de 100W. Apenas para efeito de
comparagao, o sinal de TV de um satélite é 1 bilhao
de vezes mais forte. Este fato permite que inter-
feréncias (as vezes propositais) obscurecam ou até
invalidem o sinal dos satélites. Este fato é usado
em teatros de guerra, quando as forgas americanas
introduzem geradores locais de ruido centrados na
banda usada pelo sistema. Essa é a razao pela qual
embora o sistema seja ptblico, russos e europeus
tratam de ter cada um o seu.

Dois amigos

Vamos simular o cdlculo de uma posi¢cdo desco-
nhecida usando triangulagdo, mas vamos trabalhar
apenas em 2D, que ninguém aqui estd a fim de en-
louquecer por causa da geometria analitica. ;-)

Suponhamos uma regido plana, na qual dois
pontos tem coordenadas conhecidas. Vocé vai co-
locar 2 amigos, um em cada ponto, todos munidos
de relégios precisos.

Vocé combinou que as 14h00, um dos seus ami-
gos dard um tiro de canhdo. Nessa mesma hora,
vocé ligard um cronémetro. Alguns segundos ou
minutos depois, vocé ouvird o tiro e desligard o
crondémetro, obtendo um tempo gasto pelo baru-
lho para percorrer a distancia entre o seu primeiro
amigo e vocé. Vamos chamar esta distancia de Dj.

Lembrando que o som se propaga a 0.340
Km/seg, vocé conseguird uma medida confidvel en-
tre vocé e seu amigo 1.

O procedimento sera repetido as 14h15 com
seu amigo numero 2. Pelo mesmo mecanismo vocé
obterd a distancia entre vocé e seu amigo 2. Serd
a distancia Ds.

Sabendo que seu amigo 1, se encontra no cen-
tro de uma circunferéncia de raio D e coordenadas

do centro iguais a z1,y1, € seu amigo 2 se encon-
tra em x2,ys2, também no centro de uma circun-
feréncia de raio Ds, e que vocé se encontra sobre
as duas circunferéncias, pede-se que vocé calcule a
sua posicao.

Obs: se vocé nao tiver muita intimidade com
a geometria analitica, um bom método é o gréfico.
Use um papel milimetrado, disponha os dois pon-
tos, trace duas circunferéncias de raios Dy e Dy e
nos encontros das duas circunferéncias vocé estara.

Obs:

* Este procedimento também pode ser usado para
verificar o acerto/erro das contas e a verificagao
final do ponto.

* Como sé usaremos 2 amigos (ao invés de 3), ha-
verd 2 pontos candidatos, ambos na superficie
da terra. Responda os 2.

* Um terceiro amigo eliminaria a ambigiiidade.

Exemplo Seja um caso em que x1 = T7TKm,
y1 = 40Km. x2 = 120Km, y2 = 38Km. Os tem-
pos sao: t; = 135.29seg e t2 = 100.00seg.

Obtem-se di = 46Km e do = 34Km. A
férmula da circunferéncia 1 é x° + y2 — 154z —
80y + 5413 =0

A férmula da circunferéncia 2 é :v2+y2 —240x—
76y + 14688 = 0

Subtraindo uma equagao da outra, fica-se com
86x — 4y — 9275 =0 e y = 21.5x — 2318.75.

Substituindo o y obtido em qualquer uma das
equacoes, chega-se ao valor correto do observador
que é z, = 111Km, y, = 7T1Km, ou o outro valor
possivel que é z, = 108 Km, y, = 6Km.

IZ” Para vocé fazer
Dados:

* Seu amigo 1 estd em ;1 = 80 Km e y; = 44 Km.

* Seu amigo 2 estd em xzo = 109 Km e yo = 46
Km.

* O tiro do amigo 1 demorou t; = 94.12 segun-
dos. O tiro do amigo 2 demorou t2 = 100.00
segundos.

Como fazer

Para entender o funcionamento do sistema, é ne-
cessario relembrar um pouco de fisica e de geome-
tria andlitica.

Da fisica: distancia = velocidade X tempo. Sa-
bendo que a velocidade do som é 0.340 Km/seg,
obtém-se as duas distancias.

Da geometria analitica, uma circunferéncia no
plano é perfeitamente determinada se soubermos as
coordenadas «, 8 do seu centro, bem como o raio
dele, usualmente representada por R. Da geome-
tria analitica, e do Teorema de Pitdgoras, a férmula

(x—a)’+(y—-B)> =R

Do problema, sdo conhecidos a1, asz, 81,82, D1 e
D;. Obtem-se agora duas férmulas em z*,z,y
e y. Operando com elas obtem-se dois pares
de z,y que sdo os pontos candidatos. Os dois
pontos candidatos a serem sua localizagdo sdo:

X,y Xy

Mais Um

* Seu amigo 1 estd em 1 = 71 Km e y; = 28 Km.

* Seu amigo 2 estd em xzo = 109 Km e y2 = 26
Km.

* O tiro do amigo 1 demorou t; = 114.71 segun-
dos. O tiro do amigo 2 demorou t; = 64.71
segundos.

X,y Xy
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Dia 3 de setembro de 1989 Maracana
lotado para assistir ao Brasil X Chile, pelas eli-
minatérias da Copa do Mundo de 90. Longe dali,
em algum ponto a principio entre Marabd e Belém,
Cezar Augusto Garcez comanda um voo cego. Per-
dido em pleno ar, tenta se posicionar. Localiza, em
vao, uma radio que transmitia a partida que en-
traria para a histéria como “o jogo da fogueteira”.
Aquele voo também estaria nos jornais no dia se-
guinte: “Avido desaparece na Amazoénia”, publicou
O Globo.

Heréi e vilao, ao mesmo tempo, o comandante
Garcez é a principal personagem do RG-254 que
caiu na selva amazonica em 1989. O que deveria
ser um voo rotineiro se transformou numa tragédia.
Desorientado, Garcez permaneceu durante trés ho-
ras em vdo cego. Temendo que o erro fosse desco-
berto, passou diversas informagoes truncadas para
a base, afirmou estar onde nao estava. Sem com-
bustivel, arriscou o aparentemente impossivel: um
pouso na copa das arvores, em plena noite, com
visibilidade praticamente nula. Garcez foi acusado
de negligenciar rotinas bésicas da aviagdo. Por ou-
tro lado, salvou a vida de muitos passageiros ao
conseguir aterrissar a aeronave e cuidar dos feri-
dos. Ainda hoje, aguarda julgamento.

A desorientacgao completa em voo, embora rara
(todo o treinamento dos pilotos é para impedir
isso), de vez em quando d4 as caras. H& um
episédio famoso, durante a crise dos misseis em
Cuba, em que um piloto de U2, Charles Maultsby,
resolveu se perder no Polo Norte. Desorientado,
acabou entrando mais de 500 Km em territério da
antiga Unido Soviética.

Teve uma sorte dos diabos, se achou e retor-
nou, mas o dia escolhido por ele para se perder
nao podia ser pior: Foi dia 27 de outubro de 1962,
o dia em que o mundo esteve mais préximo da IV
Guerra Mundial, que seria também a tultima: a hu-
manidade teria sido aniquilada. Alids, os russos
juravam que a missdo do U2 era preparar a invasao
dos misseis.

GPS Na década de 70, os EUA comecaram a
projetar e implementar o sistema conhecido como
GPS (Global Positioning System). O primeiro
satélite Navstar foi langado em 1978. O obje-
tivo principal era permitir que os estimados 40.000
usudrios militares americanos se orientassem sobre
a terra. Os civis comegaram a usar o sistema a
partir da década de 80. Hoje, estima-se em mais
de 50.000.000 de dispositivos capazes de receber os
sinais de GPS e apresentar uma estimativa de lo-
calizagao.

Além do sistema americano, existe o russo
Glonass de uso exclusivo pelos militares e a partir
da tultima semana de 2005, o sistema Galileu cons-
truido e operado pela Agéncia Espacial Européia.
H& também o chinés, chamado Beidou.

A grande explosao de uso, vem quando celula-
res e automdéveis comegam a vir de fiabrica com a
possibilidade de informar sua localizagao. Associ-
ados a sistemas de mapas embarcados, podem in-
formar ao motorista qual caminho tomar para ir
virtualmente a qualquer lugar sobre a superficie
terrestre. Associados a telefones celulares, podem
informar a localizagdo do telefone. Associados a
sistemas de protegao contra roubo de automéveis,
informam a localizagdo em tempo real e assim por
diante. A lista de aplicagbes possiveis parece ines-
gotavel. Seja como for surge uma tendéncia muito
forte que é, ao cadastrar um imével, cadastrar
também suas coordenadas geogréficas.

Todos os sistemas acima se baseiam na tri-
angulagdo (ou quadrangulacdo) do receptor em
relagdo a 3 ou 4 (ou mais) satélites em érbita da
terra.

O sistema comega pela identificagdo de diver-
sos pontos fixos sobre a superficie terrestre. Tais
pontos contam com estagdes transmissoras e per-
mitem a cada satélite a recepcdo de diversos pon-
tos. Medindo o tempo gasto por cada sinal desde a
estagdo terrena até o satélite, e fazendo isso com di-
versas estacOes, o satélite conhece sua real posigao
com precisdo de centimetros.

Cada satélite possui um relégio atémico, inte-
grado & rede GPS e que garante precisdo de tempo

de 1 bilionésimo de segundo.

Todos os satélites emitem 2 mensagens: A pri-
meira, envia a identificagdo do satélite, sua posicao
no espago e sua hora interna. Uma segunda men-
sagem é uma seqiiéncia de impulsos digitais em um
padrao inconfundivel.

Tudo funciona como se o receptor também
gerasse no mesmo instante de tempo a mesma
seqiiéncia de impulsos digitais. Da anélise dos dois
sinais (o gerado pelo satélite e o gerado interna-
mente no receptor) é possivel medir o retardo do
sinal do satélite. Conhecendo a velocidade da luz
(fixa e igual a 299.792.458 m/seg) e conhecendo o
tempo gasto pelo sinal do satélite ao receptor, é
possivel estabelecer a distancia entre satélite e re-
ceptor.

Daqui, pode-se inferir que o receptor esta so-
bre a esfera de centro z,y,z (as coordenadas no
espaco do satélite) e de raio R, que é a distancia
entre o receptor e o satélite.

Ao fazer o mesmo cdlculo com um segundo
satélite, obtem-se uma segunda esfera, e o receptor
estd sobre o circulo de intersec¢do das duas esferas.

Finalmente ao fazer o cdlculo com um terceiro
satélite, obtém-se uma terceira esfera. O receptor
ainda pertence as 3 esferas, e a interseccdao das 3
apresenta apenas 2 pontos no espaco. Um deles
apenas sobre a superficie terrestre, e logo esta é a
posigao do receptor, com precisao de metros.

Problemas Seos receptores pudessem ter um
relégio atéomico 3 satélites bastariam. Como um
relégio atomico é muito caro e pesado, os recep-
tores usam reldgios de quartzo comum (sujeitos a
erros de 1 seg/dia).

Entao usa-se um quarto satélite para refazer os
cédlculos e permitir acertar o atraso/adiantamento
do relégio local ao relégio da rede.

Se o usudrio estiver em movimento, os sinais
ainda vém afetados pelo efeito Doppler, que pre-
cisa ser analiticamente corrigido antes de estabe-
lecer a posi¢do do receptor. Idem para os efeitos
relativisticos associados.

O sistema americano usa duas radio-
freqiiéncias: L1 e L2. A L1 é chamada Sinal
Civil, embora os militares também a usem. A L2 é
de uso exclusivo militar, j& que seus cédigos (a se-
gunda parte das mensagens) nao sao publicos e sdo
protegidos por criptografia. Ao usar apenas o sinal
L1, receptores conseguem determinar sua posicao
com erros de 5 a 10 m, causados pela agdo da
ionosfera. A camada de ar sobre a terra aumenta
a densidade da atmosfera, causando refragao nos
sinais. E como um l4pis colocado dentro de um
copo de agua.

A poténcia de um satélite é de 500W, o equiva-
lente a 5 lampadas de 100W. Apenas para efeito de
comparagao, o sinal de TV de um satélite é 1 bilhao
de vezes mais forte. Este fato permite que inter-
feréncias (as vezes propositais) obscurecam ou até
invalidem o sinal dos satélites. Este fato é usado
em teatros de guerra, quando as forgas americanas
introduzem geradores locais de ruido centrados na
banda usada pelo sistema. Essa é a razao pela qual
embora o sistema seja ptblico, russos e europeus
tratam de ter cada um o seu.

Dois amigos

Vamos simular o cdlculo de uma posi¢cdo desco-
nhecida usando triangulagdo, mas vamos trabalhar
apenas em 2D, que ninguém aqui estd a fim de en-
louquecer por causa da geometria analitica. ;-)

Suponhamos uma regido plana, na qual dois
pontos tem coordenadas conhecidas. Vocé vai co-
locar 2 amigos, um em cada ponto, todos munidos
de relégios precisos.

Vocé combinou que as 14h00, um dos seus ami-
gos dard um tiro de canhdo. Nessa mesma hora,
vocé ligard um cronémetro. Alguns segundos ou
minutos depois, vocé ouvird o tiro e desligard o
crondémetro, obtendo um tempo gasto pelo baru-
lho para percorrer a distancia entre o seu primeiro
amigo e vocé. Vamos chamar esta distancia de Dj.

Lembrando que o som se propaga a 0.340
Km/seg, vocé conseguird uma medida confidvel en-
tre vocé e seu amigo 1.

O procedimento sera repetido as 14h15 com
seu amigo numero 2. Pelo mesmo mecanismo vocé
obterd a distancia entre vocé e seu amigo 2. Serd
a distancia Ds.

Sabendo que seu amigo 1, se encontra no cen-
tro de uma circunferéncia de raio D e coordenadas

do centro iguais a z1,y1, € seu amigo 2 se encon-
tra em x2,ys2, também no centro de uma circun-
feréncia de raio Ds, e que vocé se encontra sobre
as duas circunferéncias, pede-se que vocé calcule a
sua posicao.

Obs: se vocé nao tiver muita intimidade com
a geometria analitica, um bom método é o gréfico.
Use um papel milimetrado, disponha os dois pon-
tos, trace duas circunferéncias de raios Dy e Dy e
nos encontros das duas circunferéncias vocé estara.

Obs:

* Este procedimento também pode ser usado para
verificar o acerto/erro das contas e a verificagao
final do ponto.

* Como s6 usaremos 2 amigos (ao invés de 3), ha-
verd 2 pontos candidatos, ambos na superficie
da terra. Responda os 2.

* Um terceiro amigo eliminaria a ambigiiidade.

Exemplo Seja um caso em que z1 = 7T7TKm,
y1 = 40Km. x2 = 120Km, y2 = 38Km. Os tem-
pos sao: t; = 135.29seg e t2 = 100.00seg.

Obtem-se di = 46Km e do = 34Km. A
férmula da circunferéncia 1 é x° + y2 — 154z —
80y + 5413 =0

A férmula da circunferéncia 2 é x2+y2 —240z—
76y + 14688 = 0

Subtraindo uma equagao da outra, fica-se com
86x — 4y — 9275 =0 e y = 21.5¢z — 2318.75.

Substituindo o y obtido em qualquer uma das
equacoes, chega-se ao valor correto do observador
que é z, = 111Km, y, = 7T1Km, ou o outro valor
possivel que é z, = 108 Km, y, = 6Km.

IZ¥” Para vocé fazer
Dados:

* Seu amigo 1 estd em 1 = 64 Km e y; = 30 Km.

* Seu amigo 2 estd em zo = 109 Km e yo = 35
Km.

* O tiro do amigo 1 demorou t; = 144.12 segun-
dos. O tiro do amigo 2 demorou ty = 102.94
segundos.

Como fazer

Para entender o funcionamento do sistema, é ne-
cessdrio relembrar um pouco de fisica e de geome-
tria anélitica.

Da fisica: distdncia = velocidade X tempo. Sa-
bendo que a velocidade do som é 0.340 Km/seg,
obtém-se as duas distancias.

Da geometria analitica, uma circunferéncia no
plano é perfeitamente determinada se soubermos as
coordenadas «, 3 do seu centro, bem como o raio
dele, usualmente representada por R. Da geome-
tria analitica, e do Teorema de Pitdgoras, a férmula

(z—a)’+(y—p)° =R’

Do problema, sdo conhecidos oy, as, 81,82, D1 e
Ds. Obtem-se agora duas férmulas em z2,z,y?
e y. Operando com elas obtem-se dois pares
de z,y que sdo os pontos candidatos. Os dois
pontos candidatos a serem sua localizagdo sao:

X,y XY

Mais Um

* Seu amigo 1 estd em ;1 = 53 Km e y; = 58 Km.

* Seu amigo 2 estd em x5 = 94 Km e y2 = 61 Km.

* O tiro do amigo 1 demorou t; = 114.71 segun-
dos. O tiro do amigo 2 demorou ty = 91.18
segundos.

X,y X,y
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