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Interpolacao - Método de Lagrange

Lembrando, a interpolagao deve ocorrer quando se
precisa prever o comportamento de um fenémeno,
que tem uma das caracteristicas

e Expressao analitica complexa, com descon-
tinuidades (sem derivadas ou integrais) de
muito dificil manuseio OU

e Expressao analitica desconhecida: nestes
casos 0 que se tem é um conjunto de pontos
(z e f(z)) descrevendo o fenémeno.

Em ambos os casos, deve-se buscar um polinémio
que possa fazer o papel de expressdao analitica do
fenémeno. Neste exercicio vai-se ver e exercitar o
método de Lagrange.

Comeca-se definindo um polinémio a ser usado
nos pontos zg, 1, ...T, (n + 1 pontos):

Py(z) = (x —z1)(x — z2)...(x — zpn)
Pi(a) = (o — 20)(& — w2). (& — zn)
.ISW,(z): (x —z0)(x — z1)...(x — Tpp—1)

Note que no Py(x) o termo = — x é excluido do
produto.

Vai-se definir agora uma familia de polinémios
(conhecidos como de Lagrange)

(z —20)...(z — Tp—1)(T — Tpy1)

bele) = (z — x0)...(Tk — Th—1)(Tk — Tht1)

Note que esta expressao apresenta o seguinte
comportamento

0sek#jg
lsek=yj

Le () :{

Um parénteses, para entender o resultado acima:
seja

(z; —mo)...(z; — @p—1)(2; — Thy1)
(zk — 20)...(Th — Th—1)(Th — Tht1)

U (z5) =

o que acontece se k =2e j =37

_ (z3 —®0)...(x3 — z1)(23 — 23)

B (x2 — xg)...(x2 — z1)(x2 — x3)

fz (wg)

note que o (z3z — x3) no denominador vale 0, logo
a fragdo toda se anula.
O que acontece agorase k =3ej=37

_ (w3 —x0)...(x3 — x2) (w3 — x4)
l3(z3) = (z3 — @0)...(x3 — 1) (w3 — x4)

veja que agora o numerador e o denominador sdo
absolutamente iguais, o que simplificando, da 1.
Fecha o parénteses.

Entao, supondo um fenémeno do qual se co-
nhecem pares de valores zo, fo = f(x0), z1,f1 =

f(z1), ... n, fn = f(xzn), de uma fungao genérica
(possivelmente desconhecida) y = f(z), o po-
linébmio

Pp(z) = > frli(x)
k=0

é chamado de Férmula de Lagrange do po-
lindmio de interpolagao. Note que ele é de grau
no maximo n e satisfaz

P, (zr) = f(zk) para k =0,1,2,...n

Exemplo
Sejam 3 pontos:
z | f(z)
-1 15
0 8
3 -1

E seja descobrir quanto a func¢do vale no ponto
x = 1. Para isso, deve-se achar o polinémio de

interpolacao de Lagrange. Tem-se

o = 71, f(:vo) =15

x1 =0, f(I1) =38

T2 = 3, f(ﬁz) = -1

n=2edaqui Pa(z) = 37_, fulr(z).
Determinando os ¢ (z), k =0,1,2:

_ @—ep@-wp) | _  _(s-0)e-3)  _
b(2) = Gome(eo—s) CioTn =
2232
: (z—w0) (2 —22) (2+1)(2-3)
 (e—eg)e—wa)  (e41)(e—3)
O = Goae—27 D=3
z2—2x-3
_ _(z—zg)(z—=y) _ (z+1)(z—=0) _ z +a
ff(””) = Ga—wo)lea—ep) = GFDGE=0) = 12

Pa(z) = folo(z) + fili(z) + f2l2(z) =

z2 — 3z 22— 2z —3 w2+x
15{ 1 :|+8|: - :|+(71)|: 12]

cozinhando os dados e agrupando fica:

Py(z) = 2° — 62+ 8

e daqui f(1) = P>(1) =3

Esquema pratico

Se for escrever um programa de computador para
obter o valor da fun¢do em um ponto através do po-
linébmio de interpolagdo pode-se usar um esquema
pratico o qual acha este ponto sem determinar a
expressao do polinémio:

n

H (z — z;)

=05z (i~ 25)

Py, (z) = Z Yi.

i=0
Escrevendo esta férmula em termos mais
amigédveis:
Prodg Prody
Dif Dif,
P(z) = yo.——2% +y1.
Prodgy Prod;
Prodg Prodyg
Difg Dif
Y2. + .o+ Yn- o
Prods Prod,

Uma 6tima atividade aqui é refazer o exemplo
acima {z¢g = —1, f(zo) = 15; z1 =0, f(z1) = 8§;
zo = 3, f(z2) = —1 e n = 2} usando o esquema
pratico. O resultado tem que ser o mesmo, e ficard
evidente que agora hd muito menos trabalho.

A seguir, mais um exemplo, seja a funcao f(x) co-
nhecida nos pontos:

Y f(x) =y
0 0.00 1.000
1 0.10 2.001
2 0.30 4.081
3 0.60 8.296

Determinar o valor para f(0.20) aplicando o es-
quema pratico de Lagrange
xg =|x1 =22 =|23 = 11

j=j*+1
i=0
while i<n:
prod[i]=1
j=0
while j<n:
if it=j:
prod[il=prod[i]*(x[i]1-x[j1)
j=i+1
i=i+1
yinterp=0
i=0
while i<n:
yinterp=yinterp+y[i]*
((prodx/dif[i]l)/prod[i])
i=i+l
print (’vetor diferencas ’,dif)
print (’prodx ’,prodx)
print (’vetor produtos ’,prod)
print(’y interpolado ’,yinterp)
#a=[-1.0,0,3]
#b=[15.0,8,-1]
a=[0.0,0.1,0.3,0.6]

b=[1.0,2.001,4.081,8.290]
lagra(a,b)

I¥" Para vocé fazer

1. Faca a interpolagao de Lagrange & mao de-
volvendo os cdlculos para a fungdo cujos x;
sao

2.46 3.47 4.42
E os f(z;) = y; séo
6.2 42.5 406.8

E o valor a interpolar é 3.671

2. Faga a interpolacdo de Lagrange para a
funcdo cujos z; sdo

2.81 3.74 4.75 5.82 6.78 7.77
E os f(z;) = y; séo
4.7 31.5 298.6 3647.4 54477.2 961871.6

E o valor a interpolar é 5.906

3. Faca a interpolacdo de Lagrange para a
fungdo cujos x; sdao

2.36 3.36 4.4 5.39 6.33

E os f(z;) = y; sdo

- 0.00/0.10] 0.30 ] 0.60 8.8 62.7 611.1 7596.2 114853.5
Do =D1 = D> =|D3 =| P, =
z = 0.20]0.200.10 |—0.10—0.40] P, = 0.0008
zo = 0.00] - ]-0.10[-0.30]-0.60 [P, = —0.018 E o valor a interpolar é 5.371
z1 = 0.10[0.10| - |[-0.20|-0.50| P; = 0.01
x> = 0.30]0.30[0.20 - [-0.30[P; = —0.018| Responda aqui o valor de Yinterp
zs = 0.60[0.60|0.50| 0.30 | - | Ps = 0.09 1 5 3
€ agora
0(.)0288 0.0?88
P,(0.2) = (1.000 x —%:29_ 2.001 x %
=(0.2) = ( —0.018) +( 0.01 )+
0.0008 0.0008
(4.081 x %) +(8.296 x —24%) — 3008
e 118-68993 - 30/05
Python

def lagra(x,y):

xinterp=float (input ("entre valor interp."))

n=len(x)

dif=[0]*n

prod=[0]*n

=0

while j<n:
dif[jl=xinterp-x[j]
j=j+1

prodx=1

j=0

while j<n:
prodx=prodx*dif [j]
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Interpolacao - Método de Lagrange

Lembrando, a interpolagao deve ocorrer quando se
precisa prever o comportamento de um fenémeno,
que tem uma das caracteristicas

e Expressao analitica complexa, com descon-
tinuidades (sem derivadas ou integrais) de
muito dificil manuseio OU

e Expressao analitica desconhecida: nestes
casos 0 que se tem é um conjunto de pontos
(z e f(z)) descrevendo o fenémeno.

Em ambos os casos, deve-se buscar um polinémio
que possa fazer o papel de expressdao analitica do
fenémeno. Neste exercicio vai-se ver e exercitar o
método de Lagrange.

Comeca-se definindo um polinémio a ser usado
nos pontos zg, 1, ...T, (n + 1 pontos):

Py(z) = (x —z1)(x — z2)...(x — zpn)
Pi(a) = (o — 20)(& — w2). (& — zn)
.ISW,(z): (x —z0)(x — z1)...(x — Tpp—1)

Note que no Py(x) o termo = — x é excluido do
produto.

Vai-se definir agora uma familia de polinémios
(conhecidos como de Lagrange)

(z —20)...(z — Tp—1)(T — Tpy1)

bele) = (z — x0)...(Tk — Th—1)(Tk — Tht1)

Note que esta expressao apresenta o seguinte
comportamento

0sek#jg
lsek=yj

Le () :{

Um parénteses, para entender o resultado acima:
seja

(z; —mo)...(z; — @p—1)(2; — Thy1)
(zk — 20)...(Th — Th—1)(Th — Tht1)

U (z5) =

o que acontece se k =2e j =37

_ (z3 —®0)...(x3 — z1)(23 — 23)

B (x2 — xg)...(x2 — z1)(x2 — x3)

fz (wg)

note que o (z3z — x3) no denominador vale 0, logo
a fragdo toda se anula.
O que acontece agorase k =3ej=37

_ (w3 —x0)...(x3 — x2) (w3 — x4)
l3(z3) = (z3 — @0)...(x3 — 1) (w3 — x4)

veja que agora o numerador e o denominador sdo
absolutamente iguais, o que simplificando, da 1.
Fecha o parénteses.

Entao, supondo um fenémeno do qual se co-
nhecem pares de valores zo, fo = f(x0), z1,f1 =

f(z1), ... n, fn = f(xzn), de uma fungao genérica
(possivelmente desconhecida) y = f(z), o po-
linébmio

Pp(z) = > frli(x)
k=0

é chamado de Férmula de Lagrange do po-
lindmio de interpolagao. Note que ele é de grau
no maximo n e satisfaz

P, (zr) = f(zk) para k =0,1,2,...n

Exemplo
Sejam 3 pontos:
z | f(z)
-1 15
0 8
3 -1

E seja descobrir quanto a func¢do vale no ponto
x = 1. Para isso, deve-se achar o polinémio de

interpolacao de Lagrange. Tem-se

o = 71, f(:vo) =15

x1 =0, f(I1) =38

T2 = 3, f(ﬁz) = -1

n=2edaqui Pa(z) = 37_, fulr(z).
Determinando os ¢ (z), k =0,1,2:

_ @—ep@-wp) | _  _(s-0)e-3)  _
b(2) = Gome(eo—s) CioTn =
2232
: (z—ag)(z—wp) (2+1)(2-3)
 (e—eg)e—wa)  (e41)(e—3)
a(@) = Greegier—a) 0+D0-3 =
z2—2x-3
=3

_ (z—mg)(@—=z1) _ (241)(2=0) _ 224
£2(2) = Greoe—rD = GIDGE=0) = 12
e

Pa(z) = folo(z) + fili(z) + f2l2(z) =

z2 — 3z 22— 2z —3 w2+x
15{ 1 :|+8|: - :|+(71)|: 12]

cozinhando os dados e agrupando fica:

Py(z) = 2° — 62+ 8

e daqui f(1) = P>(1) =3

Esquema pratico

Se for escrever um programa de computador para
obter o valor da fun¢do em um ponto através do po-
linébmio de interpolagdo pode-se usar um esquema
pratico o qual acha este ponto sem determinar a
expressao do polinémio:

n

H (z — z;)

=05z (i~ 25)

Py, (z) = Z Yi.

i=0
Escrevendo esta férmula em termos mais
amigédveis:
Prodg Prody
Dif Dif,
P(z) = yo.——2% +y1.
Prodgy Prod;
Prodg Prodyg
Difg Dif
Y2. + .o+ Yn- o
Prods Prod,

Uma 6tima atividade aqui é refazer o exemplo
acima {z¢g = —1, f(zo) = 15; z1 =0, f(z1) = 8§;
zo = 3, f(z2) = —1 e n = 2} usando o esquema
pratico. O resultado tem que ser o mesmo, e ficard
evidente que agora hd muito menos trabalho.

A seguir, mais um exemplo, seja a funcao f(x) co-
nhecida nos pontos:

Y f(x) =y
0 0.00 1.000
1 0.10 2.001
2 0.30 4.081
3 0.60 8.296

Determinar o valor para f(0.20) aplicando o es-

quema pratico de Lagrange
zo =|v1 =|z2 =23 = 11

j=j*+1
i=0
while i<n:
prod[i]=1
j=0
while j<n:
if it=j:
prod[il=prod[i]*(x[i]1-x[j1)
j=i+1
i=i+1
yinterp=0
i=0
while i<n:
yinterp=yinterp+y[i]*
((prodx/dif[i]l)/prod[i])
i=i+l
print (’vetor diferencas ’,dif)
print (’prodx ’,prodx)
print (’vetor produtos ’,prod)
print(’y interpolado ’,yinterp)
#a=[-1.0,0,3]
#b=[15.0,8,-1]
a=[0.0,0.1,0.3,0.6]

b=[1.0,2.001,4.081,8.290]
lagra(a,b)

I¥" Para vocé fazer

1. Faca a interpolagao de Lagrange & mao de-
volvendo os cdlculos para a fungdo cujos x;
sao

2.95 4.02 4.95
E os f(z;) = y; séo
8.8 62.4 608.2

E o valor a interpolar é 4.599

2. Faga a interpolacdo de Lagrange para a
funcdo cujos z; sdo

2.92 3.97 4.99 5.92
E os f(z;) = y; séo
4.9 33 313.5 3831.4

E o valor a interpolar é 5.104

3. Faca a interpolacdo de Lagrange para a
fungdo cujos x; sdao

2.86 3.89 4.87 5.92 6.84 7.92

E os f(z;) = y; sdo

- 0.00/0.10] 0.30 ] 0.60 4.5 30.6 290.1 3542.6 52903.9 934000.9
Do =D1 = D> =|D3 =| P, =
z = 0.20]0.200.10 |—0.10—0.40] P, = 0.0008
zo = 0.00] - ]-0.10[-0.30]-0.60 [P, = —0.018 E o valor a interpolar é 5.989
z1 = 0.10[0.10| - |[-0.20|-0.50| P; = 0.01
x> = 0.30]0.30[0.20 - [-0.30[P; = —0.018| Responda aqui o valor de Yinterp
zs = 0.60[0.60|0.50| 0.30 | - | Ps = 0.09 1 5 3
€ agora
0(.)0288 0.0(;88
P,(0.2) = (1.000 x —%:29_ 2.001 x %
=(0.2) = ( —0.018) +( 0.01 )+
0.0008 0.0008
(4.081 x %) +(8.296 x —24%) — 3008
e 118-69789 - 30/05
Python

def lagra(x,y):

xinterp=float (input ("entre valor interp."))

n=len(x)

dif=[0]*n

prod=[0]*n

=0

while j<n:
dif[jl=xinterp-x[j]
j=j+1

prodx=1

j=0

while j<n:
prodx=prodx*dif [j]
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Interpolagao - Método de Lagrange

Lembrando, a interpolagao deve ocorrer quando se
)

precisa prever o comportamento de um fendémeno,
que tem uma das caracteristicas

e Expressdo analitica complexa, com descon-
tinuidades (sem derivadas ou integrais) de
muito dificil manuseio OU

e Expressdao analitica desconhecida: nestes
casos o que se tem é um conjunto de pontos
(z e f(z)) descrevendo o fenémeno.

Em ambos os casos, deve-se buscar um polinémio
que possa fazer o papel de expressao analitica do
fenémeno. Neste exercicio vai-se ver e exercitar o
método de Lagrange.

Comeca-se definindo um polinémio a ser usado
nos pontos xg, 1, ...x, (n + 1 pontos):

Po(e) = (2 —o1)(@ — 2).(x — w0)
Pi(z) = (x — zo)(x — z2)...(x — Ty)
Pu(z)= (2 —a0)(@ —a1)e(a — Tn_1)

Note que no Py (z) o termo z — z ¢é excluido do
produto.

Vai-se definir agora uma familia de polinémios
(conhecidos como de Lagrange)

(I - a?o)(:b — :Ek,_l)(l’ — ZI})€+1)
(Ik — Zo)(ibk - :Ekfl)(mk — xk+1)

L (x) =

Note que esta expressao apresenta o seguinte
comportamento

Osek#j
lsek=j

L (wj) ={

Um parénteses, para entender o resultado acima:
seja

(zj —m0)- (25 — Tp—1)(Tj — Tht1)

b (@) = (g — x0)...(Tp — Th—1)(Tk — Tr41)

o que acontece se k =2e j =37

_ (z3 —®0)...(x3 — z1)(23 — 23)

Z2(CE3) - (ZDQ — :Eo)...(wg — wl)(wg — Zg)

note que o (z3z — z3) no denominador vale 0, logo
a fragdo toda se anula.
O que acontece agorase k =3e j =37

(13 - $0)...(:E3 — $2)($3 — z4)
(x5 — x0)...(x3 — 1) (T3 — T4)

L3(x3) =

veja que agora o numerador e o denominador sao
absolutamente iguais, o que simplificando, da 1.
Fecha o parénteses.

Entao, supondo um fenémeno do qual se co-
nhecem pares de valores zo, fo = f(zo), z1,f1 =
f(z1), ... n, fn = f(zn), de uma fungao genérica
(possivelmente desconhecida) y = f(z), o po-
linémio

Pp(z) = Z frli ()
k=0

é chamado de Férmula de Lagrange do po-
linébmio de interpolagao. Note que ele é de grau
no maximo n e satisfaz

Pu(ax) = f(x) para k = 0,1,2,..n

Exemplo
Sejam 3 pontos:
z | f(z)
-1 15
0 8
3 -1

E seja descobrir quanto a func¢do vale no ponto
x = 1. Para isso, deve-se achar o polinémio de

interpolacao de Lagrange. Tem-se

o = 71, f(:vo) =15

x1 =0, f(I1) =38

T2 = 3, f(ﬁz) = -1

n=2edaqui Pa(z) = 37_, fulr(z).
Determinando os ¢ (z), k =0,1,2:

_ @—ep@-wp) | _  _(s-0)e-3)  _
b(2) = Gome(eo—s) CioTn =
2232
: (z—w0) (2 —22) (2+1)(2-3)
 (e—eg)e—wa)  (e41)(e—3)
L) = Groetei——2 = o3 =
z2—2x-3
_ _(z—zg)(z—=y) _ (z+1)(z—=0) _ z +a
ff(””) = Ga—wo)lea—ep) = GFDGE=0) = 12

Pa(z) = folo(z) + fili(z) + f2l2(z) =

z2 — 3z 22— 2z —3 w2+x
15{ 1 :|+8|: - :|+(71)|: 12]

cozinhando os dados e agrupando fica:

Py(z) = 2° — 62+ 8

e daqui f(1) = P>(1) =3

Esquema pratico

Se for escrever um programa de computador para
obter o valor da fun¢do em um ponto através do po-
linébmio de interpolagdo pode-se usar um esquema
pratico o qual acha este ponto sem determinar a
expressao do polinémio:

n

H (z — z;)

=05z (i~ 25)

Py, (z) = Z Yi.

i=0
Escrevendo esta férmula em termos mais
amigédveis:
Prodg Prody
Dif Dif,
P(z) = yo.——2% +y1.
Prodgy Prod;
Prodg Prodyg
Difg Dif
Y2. + .o+ Yn- o
Prods Prod,

Uma 6tima atividade aqui é refazer o exemplo
acima {z¢g = —1, f(zo) = 15; z1 =0, f(z1) = 8§;
zo = 3, f(z2) = —1 e n = 2} usando o esquema
pratico. O resultado tem que ser o mesmo, e ficard
evidente que agora hd muito menos trabalho.

A seguir, mais um exemplo, seja a funcao f(x) co-
nhecida nos pontos:

Y f(x) =y
0 0.00 1.000
1 0.10 2.001
2 0.30 4.081
3 0.60 8.296

Determinar o valor para f(0.20) aplicando o es-

quema pratico de Lagrange
zo =|v1 =|z2 =23 = 11

j=j*+1
i=0
while i<n:
prod[i]=1
j=0
while j<n:
if it=j:
prod[il=prod[i]*(x[i]1-x[j1)
j=i+1
i=i+1
yinterp=0
i=0
while i<n:
yinterp=yinterp+y[i]*
((prodx/dif[i]l)/prod[i])
i=i+l
print (’vetor diferencas ’,dif)
print (’prodx ’,prodx)
print (’vetor produtos ’,prod)
print(’y interpolado ’,yinterp)
#a=[-1.0,0,3]
#b=[15.0,8,-1]
a=[0.0,0.1,0.3,0.6]

b=[1.0,2.001,4.081,8.290]
lagra(a,b)

I¥" Para vocé fazer

1. Faca a interpolagao de Lagrange & mao de-
volvendo os cdlculos para a fungdo cujos x;
sao

2.99 3.96 4.94
E os f(z;) = y; séo
4.8 32.4 307.3

E o valor a interpolar é 4.675

2. Faga a interpolacdo de Lagrange para a
funcdo cujos z; sdo

2.55 3.57 4.57 5.55 6.52 7.6
E os f(z;) = y; séo
4.5 30.5 289.8 3539.1 52852.1 933084

E o valor a interpolar é 5.608

3. Faca a interpolacdo de Lagrange para a
fungdo cujos x; sdao

2.2 3.15 4.24 5.15 6.21 7.23

E os f(z;) = y; sdo

- 0.00/0.10] 0.30 ] 0.60 4.4 29.9 284 3467.2 51774.3 914005
Do =D1 = D> =|D3 =| P, =
z = 0.20]0.200.10 |—0.10—0.40] P, = 0.0008
zo = 0.00] - ]-0.10[-0.30]-0.60 [P, = —0.018 E o valor a interpolar é 5.076
z1 = 0.10[0.10| - |[-0.20|-0.50| P; = 0.01
x> = 0.30]0.30[0.20 - [-0.30[P; = —0.018| Responda aqui o valor de Yinterp
zs = 0.60[0.60|0.50| 0.30 | - | Ps = 0.09 1 5 3
€ agora
0(.)0288 0.0?88
P,(0.2) = (1.000 x —%:29_ 2.001 x %
=(0.2) = ( —0.018) +( 0.01 )+
0.0008 0.0008
(4.081 x %) +(8.296 x —24%) — 3008
e 118-69008 - 30/05
Python

def lagra(x,y):

xinterp=float (input ("entre valor interp."))

n=len(x)

dif=[0]*n

prod=[0]*n

=0

while j<n:
dif[jl=xinterp-x[j]
j=j+1

prodx=1

j=0

while j<n:
prodx=prodx*dif [j]
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Interpolagao - Método de Lagrange

Lembrando, a interpolagao deve ocorrer quando se
)

precisa prever o comportamento de um fendémeno,
que tem uma das caracteristicas

e Expressdo analitica complexa, com descon-
tinuidades (sem derivadas ou integrais) de
muito dificil manuseio OU

e Expressdao analitica desconhecida: nestes
casos o que se tem é um conjunto de pontos
(z e f(z)) descrevendo o fenémeno.

Em ambos os casos, deve-se buscar um polinémio
que possa fazer o papel de expressao analitica do
fenémeno. Neste exercicio vai-se ver e exercitar o
método de Lagrange.

Comeca-se definindo um polinémio a ser usado
nos pontos xg, 1, ...n (n + 1 pontos):

Po(e) = (2 —o1)(@ — 2).(x — w0)
Pi(z) = (x — zo)(x — z2)...(x — Ty)
Pu(z)= (2 —a0)(@ —a1)e(a — Tn_1)

Note que no Py (z) o termo z — z ¢é excluido do
produto.

Vai-se definir agora uma familia de polinémios
(conhecidos como de Lagrange)

(z —xo)...(z —wk—1) (T — Tp41)
(Ik — Zo)(ibk - :Ekfl)(mk — xk+1)

L (x) =

Note que esta expressao apresenta o seguinte
comportamento

Osek#j
lsek=j

L (wj) ={

Um parénteses, para entender o resultado acima:
seja

(zj —m0)- (25 — Tp—1)(Tj — Tht1)

b (@) = (g — x0)...(Tp — Th—1)(Tk — Tr41)

o que acontece se k =2e j =37

_ (z3 —®0)...(x3 — z1)(23 — 23)

Z2(w3) - (ZDQ — :Eo)...(wz — wl)(wg — Zg)

note que o (z3z — z3) no denominador vale 0, logo
a fragdo toda se anula.
O que acontece agorase k =3e j =37

(13 — $0)...(:E3 - $2)(I3 - Z4)
(z3 — ®0)...(x3 — x1)(w3 — x4)

L3(x3) =

veja que agora o numerador e o denominador sao
absolutamente iguais, o que simplificando, da 1.
Fecha o parénteses.

Entao, supondo um fenémeno do qual se co-
nhecem pares de valores zo, fo = f(zo), z1,f1 =
f(z1), ... n, fn = f(zn), de uma fungao genérica
(possivelmente desconhecida) y = f(z), o po-
linémio

Pp(z) = Z frli ()
k=0

é chamado de Férmula de Lagrange do po-
linébmio de interpolagao. Note que ele é de grau
no maximo n e satisfaz

Pu(ax) = f(x) para k = 0,1,2,..n

Exemplo
Sejam 3 pontos:
z | f(z)
-1 15
0 8
3 -1

E seja descobrir quanto a func¢do vale no ponto
x = 1. Para isso, deve-se achar o polinémio de

interpolacao de Lagrange. Tem-se

o = 71, f(:vo) =15

x1 =0, f(I1) =38

T2 = 3, f(ﬁz) = -1

n=2edaqui Pa(z) = 37_, fulr(z).
Determinando os ¢ (z), k =0,1,2:

_ @—ep@-wp) | _  _(s-0)e-3)  _
b(2) = Gome(eo—s) CioTn =
2232
: (z—w0) (2 —22) (2+1)(2-3)
 (e—eg)e—wa)  (e41)(e—3)
O = Goae—27 D=3
z2—2x-3
_ _(z—zg)(z—=y) _ (z+1)(z—=0) _ z +a
ff(””) = Ga—wo)lea—ep) = GFDGE=0) = 12

Pa(z) = folo(z) + fili(z) + f2l2(z) =

z2 — 3z 22— 2z —3 w2+x
15{ 1 :|+8|: - :|+(71)|: 12]

cozinhando os dados e agrupando fica:

Py(z) = 2° — 62+ 8

e daqui f(1) = P>(1) =3

Esquema pratico

Se for escrever um programa de computador para
obter o valor da fun¢do em um ponto através do po-
linébmio de interpolagdo pode-se usar um esquema
pratico o qual acha este ponto sem determinar a
expressao do polinémio:

n

H (z — z;)

=05z (i~ 25)

Py, (z) = Z Yi.

i=0
Escrevendo esta férmula em termos mais
amigédveis:
Prodg Prodg
Dif Dif,
P(z) = yo.——2% +y1.
Prodgy Prod;
Prodg Prodyg
Difg Dif
Y2. + .o+ Yn- o
Prods Prod,

Uma 6tima atividade aqui é refazer o exemplo
acima {z¢g = —1, f(zo) = 15; z1 =0, f(z1) = 8§;
zo = 3, f(z2) = —1 e n = 2} usando o esquema
pratico. O resultado tem que ser o mesmo, e ficard
evidente que agora hd muito menos trabalho.

A seguir, mais um exemplo, seja a funcao f(x) co-
nhecida nos pontos:

Nz f(x) =y
0 0.00 1.000
1 0.10 2.001
2 0.30 4.081
3 0.60 8.296

Determinar o valor para f(0.20) aplicando o es-
quema pratico de Lagrange
zo =|v1 =|z2 =23 = 11

j=j*+1
i=0
while i<n:
prod[i]=1
j=0
while j<n:
if it=j:
prod[il=prod[i]*(x[i]1-x[j1)
j=i+1
i=i+1
yinterp=0
i=0
while i<n:
yinterp=yinterp+y[i]*
((prodx/dif[i]l)/prod[i])
i=i+l
print (’vetor diferencas ’,dif)
print (’prodx ’,prodx)
print (’vetor produtos ’,prod)
print(’y interpolado ’,yinterp)
#a=[-1.0,0,3]
#b=[15.0,8,-1]
a=[0.0,0.1,0.3,0.6]

b=[1.0,2.001,4.081,8.290]
lagra(a,b)

IZ" Para vocé fazer

1. Faca a interpolagao de Lagrange & mao de-
volvendo os cdlculos para a fungdo cujos x;
sao

2.73 3.69 4.77
E os f(z;) = y; séo
4.6 30.8 292.3

E o valor a interpolar é 4.53

2. Faga a interpolacdo de Lagrange para a
funcdo cujos z; sdo

2.8 3.86 4.87 5.81 6.79
E os f(z;) = y; séo
4.3 29 274.7 3353.3 50068.1

E o valor a interpolar é 6.007

3. Faca a interpolacdo de Lagrange para a
fungdo cujos x; sdao

2.63 3.64 4.64 5.62 6.55 7.58

E os f(z;) = y; sdo

- 0.00/0.10] 0.30 ] 0.60 4.1 27.4 259.6 3169 47313 835142
Do =|D1 =| D3 =|Ds =| Dy =
z = 0.20]0.20]0.10|—0.10—0.40| P, = 0.0008
zo = 0.00] - ]-0.10[-0.30]-0.60 [P, = —0.018 E o valor a interpolar é 6.392
z1 = 0.10]0.10] - |-0.20]-0.50| P, = 0.01
x> = 0.30]0.30[0.20 - [-0.30[P; = —0.018| Responda aqui o valor de Yinterp
z3 = 0.60]0.60]0.50| 0.30 | - | P53 = 0.09 1 3 3
€ agora
0(.)0g88 000?88
P,(0.2) = (1.000 x —2:20__ 2.001 x 2
=(0.2) = ( —0.018) +( 0.01 )+
0.0008 0.0008
(4.081 x %) +(8.296 x —24%) — 3008
- 118-69015 - 30/05
Python

def lagra(x,y):

xinterp=float (input ("entre valor interp."))

n=len(x)

dif=[0]*n

prod=[0]*n

=0

while j<n:
dif[jl=xinterp-x[j]
j=j+1

prodx=1

j=0

while j<n:
prodx=prodx*dif [j]
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Interpolagao - Método de Lagrange

Lembrando, a interpolagao deve ocorrer quando se
)

precisa prever o comportamento de um fendémeno,
que tem uma das caracteristicas

e Expressdo analitica complexa, com descon-
tinuidades (sem derivadas ou integrais) de
muito dificil manuseio OU

e Expressdao analitica desconhecida: nestes
casos o que se tem é um conjunto de pontos
(z e f(z)) descrevendo o fenémeno.

Em ambos os casos, deve-se buscar um polinémio
que possa fazer o papel de expressao analitica do
fenémeno. Neste exercicio vai-se ver e exercitar o
método de Lagrange.

Comeca-se definindo um polinémio a ser usado
nos pontos xg, 1, ...n (n + 1 pontos):

Po(e) = (2 —o1)(@ — 2).(x — w0)
Pi(z) = (x — zo)(x — z2)...(x — Ty)
Pu(z)= (2 —a0)(@ —a1)e(a — Tn_1)

Note que no Py (z) o termo z — z ¢é excluido do
produto.

Vai-se definir agora uma familia de polinémios
(conhecidos como de Lagrange)

(z —xo)...(z —wk—1) (T — Tp41)

Zk(I) = (Ik — Zo)(ibk — :Ekfl)(mk — xk+1)

Note que esta expressao apresenta o seguinte
comportamento

Osek#j
lsek=j

L (wj) ={

Um parénteses, para entender o resultado acima:
seja

(zj —m0)- (25 — Tp—1)(Tj — Tht1)
(g — x0)...(Tp — Th—1)(Tk — Tr41)

b (zj) =

o que acontece se k =2e j =37

_ (z3 —®0)...(x3 — z1)(23 — 23)

Z2(w3) - (ZDQ — :Eo)...(wz — wl)(wg — Zg)

note que o (z3z — z3) no denominador vale 0, logo
a fragdo toda se anula.
O que acontece agorase k =3e j =37

(13 — $0)...(:E3 - $2)(I3 - Z4)
(z3 — ®0)...(x3 — x1)(w3 — x4)

L3(x3) =

veja que agora o numerador e o denominador sao
absolutamente iguais, o que simplificando, da 1.
Fecha o parénteses.

Entao, supondo um fenémeno do qual se co-
nhecem pares de valores zo, fo = f(zo), z1,f1 =
f(z1), ... n, fn = f(zn), de uma fungao genérica
(possivelmente desconhecida) y = f(z), o po-
linémio

Pp(z) = Z frli ()
k=0

é chamado de Férmula de Lagrange do po-
linébmio de interpolagao. Note que ele é de grau
no maximo n e satisfaz

Pu(ax) = f(x) para k = 0,1,2,..n

Exemplo
Sejam 3 pontos:
z | f(z)
-1 15
0 8
3 -1

E seja descobrir quanto a func¢do vale no ponto
x = 1. Para isso, deve-se achar o polinémio de

interpolacao de Lagrange. Tem-se

o = 71, f(:vo) =15

x1 =0, f(I1) =38

T2 = 3, f(ﬁz) = -1

n=2edaqui Pa(z) = 37_, fulr(z).
Determinando os ¢ (z), k =0,1,2:

(z—wj)(x—mg)

_ _ _em0)@=3)  _
L(®) = @o=er)(eo—22) CioTn =
2232
: (z—w0) (2 —22) (2+1)(2-3)
 (e—eg)e—wa)  (e41)(e—3)
O = Goae—27 D=3
z2—2x-3
_ _(z—zg)(z—=y) _ (z+1)(z—=0) _ z +a
ff(””) = Ga—wo)lea—ep) = GFDGE=0) = 12

Pa(z) = folo(z) + fili(z) + f2l2(z) =

z2 — 3z 22— 2z —3 w2+x
15{ 1 :|+8|: - :|+(71)|: 12]

cozinhando os dados e agrupando fica:

Py(z) = 2° — 62+ 8

e daqui f(1) = P>(1) =3

Esquema pratico

Se for escrever um programa de computador para
obter o valor da fun¢do em um ponto através do po-
linébmio de interpolagdo pode-se usar um esquema
pratico o qual acha este ponto sem determinar a
expressao do polinémio:

n

H (w.*mj)

=05z (i~ 25)

Py, (z) = Z Yi.

i=0
Escrevendo esta férmula em termos mais
amigédveis:
Prodg Prodg
Dif Dif,
P(z) = yo.——2% +y1.
Prodgy Prod;
Prodg Prodyg
Difg Dif
Y2. + .o+ Yn- o
Prods Prod,

Uma 6tima atividade aqui é refazer o exemplo
acima {z¢g = —1, f(zo) = 15; z1 =0, f(z1) = 8§;
zo = 3, f(z2) = —1 e n = 2} usando o esquema
pratico. O resultado tem que ser o mesmo, e ficard
evidente que agora hd muito menos trabalho.

A seguir, mais um exemplo, seja a funcao f(x) co-
nhecida nos pontos:

Nz f(x) =y
0 0.00 1.000
1 0.10 2.001
2 0.30 4.081
3 0.60 8.296

Determinar o valor para f(0.20) aplicando o es-
quema pratico de Lagrange
zo =|v1 =|z2 =23 = 11

j=j*+1
i=0
while i<n:
prod[i]=1
j=0
while j<n:
if it=j:
prod[il=prod[i]*(x[i]1-x[j1)
j=i+1
i=i+1
yinterp=0
i=0
while i<n:
yinterp=yinterp+y[i]*
((prodx/dif[i]l)/prod[i])
i=i+l
print (’vetor diferencas ’,dif)
print (’prodx ’,prodx)
print (’vetor produtos ’,prod)
print(’y interpolado ’,yinterp)
#a=[-1.0,0,3]
#b=[15.0,8,-1]
a=[0.0,0.1,0.3,0.6]

b=[1.0,2.001,4.081,8.290]
lagra(a,b)

IZ" Para vocé fazer

1. Faca a interpolagao de Lagrange & mao de-
volvendo os cdlculos para a fungdo cujos x;
sao

2.3 3.28 4.29
E os f(z;) = y; séo
4.7 31.7 300.6

E o valor a interpolar é 4.268

2. Faga a interpolacdo de Lagrange para a
funcdo cujos z; sdo

2.89 3.82 4.83 5.84
E os f(z;) = y; séo
8.7 61.8 602.3 7482.5

E o valor a interpolar é 5.508

3. Faca a interpolacdo de Lagrange para a
fungdo cujos x; sdao

2.18 3.22 4.17 5.23

E os f(z;) = y; sdo

- 0.00/0.10] 0.30 ] 0.60 7.1 49 471.6 5808.7
Do =|D1 =\ D3 =|D3 =| P, =
z = 0.20]0.20]0.10 |—0.10—0.40[ P, = 0.0008
zo = 0.00] - ]-0.10[-0.30]-0.60 [P, = —0.018 E o valor a interpolar é 4.856
z1 = 0.10[0.10| - |[-0.20|-0.50| P; = 0.01
x> = 0.30]0.30[0.20 - [-0.30[P; = —0.018| Responda aqui o valor de Yinterp
zs = 0.60[0.60|0.50| 0.30 | - | Ps = 0.09 1 5 3
€ agora
0(.)0g88 000?88
P,(0.2) = (1.000 x —%20 2.001 x —
=(0.2) = ( —0.018) +( 0.01 )+
0.0008 0.0008
(4.081 x %) + (8.296 x 60(‘)‘;" ) = 3.008
- : 118-69022 - 30/05
Python

def lagra(x,y):

xinterp=float (input ("entre valor interp."))

n=len(x)

dif=[0]*n

prod=[0]*n

=0

while j<n:
dif[jl=xinterp-x[j]
j=j+1

prodx=1

j=0

while j<n:
prodx=prodx*dif [j]
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Interpolagao - Método de Lagrange

Lembrando, a interpolagao deve ocorrer quando se
)

precisa prever o comportamento de um fendémeno,
que tem uma das caracteristicas

e Expressdo analitica complexa, com descon-
tinuidades (sem derivadas ou integrais) de
muito dificil manuseio OU

e Expressdao analitica desconhecida: nestes
casos o que se tem é um conjunto de pontos
(z e f(z)) descrevendo o fenémeno.

Em ambos os casos, deve-se buscar um polinémio
que possa fazer o papel de expressao analitica do
fenémeno. Neste exercicio vai-se ver e exercitar o
método de Lagrange.

Comeca-se definindo um polinémio a ser usado
nos pontos xg, 1, ...n (n + 1 pontos):

Po(e) = (2 —o1)(@ — 2).(x — w0)
Pi(z) = (x — zo)(x — z2)...(x — Ty)
Pu(z)= (2 —a0)(@ —a1)e(a — Tn_1)

Note que no Py (z) o termo z — z ¢é excluido do
produto.

Vai-se definir agora uma familia de polinémios
(conhecidos como de Lagrange)

(z —xo)...(z —wk—1) (T — Tp41)
(Ik — Zo)(ibk - :Ekfl)(mk — xk+1)

L (x) =

Note que esta expressao apresenta o seguinte
comportamento

Osek#j
lsek=j

L (wj) ={

Um parénteses, para entender o resultado acima:
seja

(zj —m0)- (25 — Tp—1)(Tj — Tht1)

b (@) = (g — x0)...(Tp — Th—1)(Tk — Tr41)

o que acontece se k =2e j =37

_ (z3 —®0)...(x3 — z1)(23 — 23)

Z2(w3) - (ZDQ — :Eo)...(wz — wl)(wg — Zg)

note que o (z3z — z3) no denominador vale 0, logo
a fragdo toda se anula.
O que acontece agorase k =3e j =37

(13 — $0)...(:E3 - $2)(I3 - Z4)
(z3 — ®0)...(x3 — x1)(w3 — x4)

L3(x3) =

veja que agora o numerador e o denominador sao
absolutamente iguais, o que simplificando, da 1.
Fecha o parénteses.

Entao, supondo um fenémeno do qual se co-
nhecem pares de valores zo, fo = f(zo), z1,f1 =
f(z1), ... n, fn = f(zn), de uma fungao genérica
(possivelmente desconhecida) y = f(z), o po-
linémio

Pp(z) = Z frli ()
k=0

é chamado de Férmula de Lagrange do po-
linébmio de interpolagao. Note que ele é de grau
no maximo n e satisfaz

Pu(ax) = f(x) para k = 0,1,2,..n

Exemplo
Sejam 3 pontos:
z | f(z)
-1 15
0 8
3 -1

E seja descobrir quanto a func¢do vale no ponto
x = 1. Para isso, deve-se achar o polinémio de

interpolacao de Lagrange. Tem-se

o = 71, f(:vo) =15

x1 =0, f(I1) =38

T2 = 3, f(ﬁz) = -1

n=2edaqui Pa(z) = 37_, fulr(z).
Determinando os ¢ (z), k =0,1,2:

_ @—ep@-wp) | _  _(s-0)e-3)  _
b(2) = Gome(eo—s) CioTn =
2232
: (z—w0) (2 —22) (2+1)(2-3)
 (e—eg)e—wa)  (e41)(e—3)
O = Goae—27 D=3
z2—2x-3
_ _(z—zg)(z—=y) _ (z+1)(z—=0) _ z +a
ff(””) = Ga—wo)lea—ep) = GFDGE=0) = 12

Pa(z) = folo(z) + fili(z) + f2l2(z) =

z2 — 3z 22— 2z —3 w2+x
15{ 1 :|+8|: - :|+(71)|: 12]

cozinhando os dados e agrupando fica:

Py(z) = 2° — 62+ 8

e daqui f(1) = P>(1) =3

Esquema pratico

Se for escrever um programa de computador para
obter o valor da fun¢do em um ponto através do po-
linébmio de interpolagdo pode-se usar um esquema
pratico o qual acha este ponto sem determinar a
expressao do polinémio:

n

H (z — z;)

=05z (i~ 25)

Py, (z) = Z Yi.

i=0
Escrevendo esta férmula em termos mais
amigédveis:
Prodg Prodg
Dif Dif,
P(z) = yo.——2% +y1.
Prodgy Prod;
Prodg Prodyg
Difg Dif
Y2. + .o+ Yn- o
Prods Prod,

Uma 6tima atividade aqui é refazer o exemplo
acima {z¢g = —1, f(zo) = 15; z1 =0, f(z1) = 8§;
zo = 3, f(z2) = —1 e n = 2} usando o esquema
pratico. O resultado tem que ser o mesmo, e ficard
evidente que agora hd muito menos trabalho.

A seguir, mais um exemplo, seja a funcao f(x) co-
nhecida nos pontos:

Nz f(x) =y
0 0.00 1.000
1 0.10 2.001
2 0.30 4.081
3 0.60 8.296

Determinar o valor para f(0.20) aplicando o es-

quema pratico de Lagrange
zo =|v1 =|z2 =23 = 11

j=j*+1
i=0
while i<n:
prod[i]=1
j=0
while j<n:
if it=j:
prod[il=prod[i]*(x[i]1-x[j1)
j=i+1
i=i+1
yinterp=0
i=0
while i<n:
yinterp=yinterp+y[i]*
((prodx/dif[i]l)/prod[i])
i=i+l
print (’vetor diferencas ’,dif)
print (’prodx ’,prodx)
print (’vetor produtos ’,prod)
print(’y interpolado ’,yinterp)
#a=[-1.0,0,3]
#b=[15.0,8,-1]
a=[0.0,0.1,0.3,0.6]

b=[1.0,2.001,4.081,8.290]
lagra(a,b)

IZ" Para vocé fazer

1. Faca a interpolagao de Lagrange & mao de-
volvendo os cdlculos para a fungdo cujos x;
sao

2.65 3.67 4.69
E os f(z;) = y; séo
8.7 61.4 598.4

E o valor a interpolar é 4.332

2. Faga a interpolacdo de Lagrange para a
funcdo cujos z; sdo

2.79 3.75 4.76 5.79
E os f(z;) = y; séo
4.2 28.4 269.3 3287.7

E o valor a interpolar é 4.916

3. Faca a interpolacdo de Lagrange para a
fungdo cujos x; sdao

3.02 4.02 5.05 6 7.08

E os f(z;) = y; sdo

- 0.00/0.10] 0.30 ] 0.60 5.2 35 332.8 4068.8 60816.4
Do =D1 = D> =|D3 =| P, =
z = 0.20]0.200.10 |—0.10—0.40] P, = 0.0008
zo = 0.00] - ]-0.10[-0.30]-0.60 [P, = —0.018 E o valor a interpolar é 5.901
z1 = 0.10[0.10| - |[-0.20|-0.50| P; = 0.01
x> = 0.30]0.30[0.20 - [-0.30[P; = —0.018| Responda aqui o valor de Yinterp
zs = 0.60[0.60|0.50| 0.30 | - | Ps = 0.09 1 5 3
€ agora
0(.)0g88 000?88
P,(0.2) = (1.000 x —2:20 2.001 x 2
=(0.2) = ( —0.018) +( 0.01 )+
0.0008 0.0008
(4.081 x %) +(8.296 x —24%) — 3008
- 118-69208 - 30/05
Python

def lagra(x,y):

xinterp=float (input ("entre valor interp."))

n=len(x)

dif=[0]*n

prod=[0]*n

=0

while j<n:
dif[jl=xinterp-x[j]
j=j+1

prodx=1

j=0

while j<n:
prodx=prodx*dif [j]
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Interpolagao - Método de Lagrange

Lembrando, a interpolagao deve ocorrer quando se
)

precisa prever o comportamento de um fendémeno,
que tem uma das caracteristicas

e Expressdo analitica complexa, com descon-
tinuidades (sem derivadas ou integrais) de
muito dificil manuseio OU

e Expressdao analitica desconhecida: nestes
casos o que se tem é um conjunto de pontos
(z e f(z)) descrevendo o fenémeno.

Em ambos os casos, deve-se buscar um polinémio
que possa fazer o papel de expressao analitica do
fenémeno. Neste exercicio vai-se ver e exercitar o
método de Lagrange.

Comeca-se definindo um polinémio a ser usado
nos pontos xg, 1, ...x, (n + 1 pontos):

Po(e) = (2 —o1)(@ — 2).(x — w0)
Pi(z) = (x — zo)(x — z2)...(x — Ty)
Pu(z)= (2 —a0)(@ —a1)e(a — Tn_1)

Note que no Py (z) o termo z — z ¢é excluido do
produto.

Vai-se definir agora uma familia de polinémios
(conhecidos como de Lagrange)

(I - a?o)(:b — :Ek,_l)(l’ — ZI})€+1)
(Ik — Zo)(ibk - :Ekfl)(mk — xk+1)

L (x) =

Note que esta expressao apresenta o seguinte
comportamento

Osek#j
lsek=j

L (wj) ={

Um parénteses, para entender o resultado acima:
seja

(zj —m0)- (25 — Tp—1)(Tj — Tht1)

b (@) = (g — x0)...(Tp — Th—1)(Tk — Tr41)

o que acontece se k =2e j =37

_ (z3 —®0)...(x3 — z1)(23 — 23)

Z2(CE3) - (ZDQ — :Eo)...(wg — wl)(wg — Zg)

note que o (z3z — z3) no denominador vale 0, logo
a fragdo toda se anula.
O que acontece agorase k =3e j =37

(13 - $0)...(:E3 — $2)($3 — z4)
(x5 — x0)...(x3 — 1) (T3 — T4)

L3(x3) =

veja que agora o numerador e o denominador sao
absolutamente iguais, o que simplificando, da 1.
Fecha o parénteses.

Entao, supondo um fenémeno do qual se co-
nhecem pares de valores zo, fo = f(zo), z1,f1 =
f(z1), ... n, fn = f(zn), de uma fungao genérica
(possivelmente desconhecida) y = f(z), o po-
linémio

Pp(z) = Z frli ()
k=0

é chamado de Férmula de Lagrange do po-
linébmio de interpolagao. Note que ele é de grau
no maximo n e satisfaz

Pu(ax) = f(x) para k = 0,1,2,..n

Exemplo
Sejam 3 pontos:
z | f(z)
-1 15
0 8
3 -1

E seja descobrir quanto a func¢do vale no ponto
x = 1. Para isso, deve-se achar o polinémio de

interpolacao de Lagrange. Tem-se

o = 71, f(:vo) =15

x1 =0, f(I1) =38

T2 = 3, f(ﬁz) = -1

n=2edaqui Pa(z) = 37_, fulr(z).
Determinando os ¢ (z), k =0,1,2:

_ @—ep@-wp) | _  _(s-0)e-3)  _
b(2) = Gome(eo—s) CioTn =
2232
: (z—w0) (2 —22) (2+1)(2-3)
 (e—eg)e—wa)  (e41)(e—3)
L) = Groetei——2 = o3 =
z2—2x-3
_ _(z—zg)(z—=y) _ (z+1)(z—=0) _ z +a
ff(””) = Ga—wo)lea—ep) = GFDGE=0) = 12

Pa(z) = folo(z) + fili(z) + f2l2(z) =

z2 — 3z 22— 2z —3 w2+x
15{ 1 :|+8|: - :|+(71)|: 12]

cozinhando os dados e agrupando fica:

Py(z) = 2° — 62+ 8

e daqui f(1) = P>(1) =3

Esquema pratico

Se for escrever um programa de computador para
obter o valor da fun¢do em um ponto através do po-
linébmio de interpolagdo pode-se usar um esquema
pratico o qual acha este ponto sem determinar a
expressao do polinémio:

n

H (z — z;)

=05z (i~ 25)

Py, (z) = Z Yi.

i=0
Escrevendo esta férmula em termos mais
amigédveis:
Prodg Prody
Dif Dif,
P(z) = yo.——2% +y1.
Prodgy Prod;
Prodg Prodyg
Difg Dif
Y2. + .o+ Yn- o
Prods Prod,

Uma 6tima atividade aqui é refazer o exemplo
acima {z¢g = —1, f(zo) = 15; z1 =0, f(z1) = 8§;
zo = 3, f(z2) = —1 e n = 2} usando o esquema
pratico. O resultado tem que ser o mesmo, e ficard
evidente que agora hd muito menos trabalho.

A seguir, mais um exemplo, seja a funcao f(x) co-
nhecida nos pontos:

Y f(x) =y
0 0.00 1.000
1 0.10 2.001
2 0.30 4.081
3 0.60 8.296

Determinar o valor para f(0.20) aplicando o es-

quema pratico de Lagrange
zo =|v1 =|z2 =23 = 11

j=j*+1
i=0
while i<n:
prod[i]=1
j=0
while j<n:
if it=j:
prod[il=prod[i]*(x[i]1-x[j1)
j=i+1
i=i+1
yinterp=0
i=0
while i<n:
yinterp=yinterp+y[i]*
((prodx/dif[i]l)/prod[i])
i=i+l
print (’vetor diferencas ’,dif)
print (’prodx ’,prodx)
print (’vetor produtos ’,prod)
print(’y interpolado ’,yinterp)
#a=[-1.0,0,3]
#b=[15.0,8,-1]
a=[0.0,0.1,0.3,0.6]

b=[1.0,2.001,4.081,8.290]
lagra(a,b)

I¥" Para vocé fazer

1. Faca a interpolagao de Lagrange & mao de-
volvendo os cdlculos para a fungdo cujos x;
sao

2.15 3.14 4.19
E os f(z;) = y; séo
5.9 40 382

E o valor a interpolar é 3.574

2. Faga a interpolacdo de Lagrange para a
funcdo cujos z; sdo

2.12 3.2 4.15 5.19 6.21 7.17
E os f(z;) = y; séo
4.7 32.1 304.7 3722.3 55601.6 981802.6

E o valor a interpolar é 5.033

3. Faca a interpolacdo de Lagrange para a
fungdo cujos x; sdao

2.72 3.79 4.73 5.76 6.76

E os f(z;) = y; sdo

- 0.00/0.10] 0.30 ] 0.60 5.2 35.3 335.3 4099.8 61283.4
Do =D1 = D> =|D3 =| P, =
z = 0.20]0.200.10 |—0.10—0.40] P, = 0.0008
zo = 0.00] - ]-0.10[-0.30]-0.60 [P, = —0.018 E o valor a interpolar é 5.865
z1 = 0.10[0.10| - |[-0.20|-0.50| P; = 0.01
x> = 0.30]0.30[0.20 - [-0.30[P; = —0.018| Responda aqui o valor de Yinterp
zs = 0.60[0.60|0.50| 0.30 | - | Ps = 0.09 1 5 3
€ agora
0(.)0288 0.0?88
P,(0.2) = (1.000 x —%:29_ 2.001 x %
=(0.2) = ( —0.018) +( 0.01 )+
0.0008 0.0008
(4.081 x %) +(8.296 x —24%) — 3008
e 118-69039 - 30/05
Python

def lagra(x,y):

xinterp=float (input ("entre valor interp."))

n=len(x)

dif=[0]*n

prod=[0]*n

=0

while j<n:
dif[jl=xinterp-x[j]
j=j+1

prodx=1

j=0

while j<n:
prodx=prodx*dif [j]
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Interpolagao - Método de Lagrange

Lembrando, a interpolagao deve ocorrer quando se
)

precisa prever o comportamento de um fendémeno,
que tem uma das caracteristicas

e Expressdo analitica complexa, com descon-
tinuidades (sem derivadas ou integrais) de
muito dificil manuseio OU

e Expressdao analitica desconhecida: nestes
casos o que se tem é um conjunto de pontos
(z e f(z)) descrevendo o fenémeno.

Em ambos os casos, deve-se buscar um polinémio
que possa fazer o papel de expressao analitica do
fenémeno. Neste exercicio vai-se ver e exercitar o
método de Lagrange.

Comeca-se definindo um polinémio a ser usado
nos pontos xg, 1, ...n (n + 1 pontos):

Po(e) = (2 —o1)(@ — 2).(x — w0)
Pi(z) = (x — zo)(x — z2)...(x — Ty)
Pu(z)= (2 —a0)(@ —a1)e(a — Tn_1)

Note que no Py (z) o termo z — z ¢é excluido do
produto.

Vai-se definir agora uma familia de polinémios
(conhecidos como de Lagrange)

(z —xo)...(z —wk—1) (T — Tp41)

Zk(I) = (Ik — Zo)(ibk — :Ekfl)(mk — xk+1)

Note que esta expressao apresenta o seguinte
comportamento

Osek#j
lsek=j

L (wj) ={

Um parénteses, para entender o resultado acima:
seja

(zj —m0)- (25 — Tp—1)(Tj — Tht1)
(g — x0)...(Tp — Th—1)(Tk — Tr41)

b (zj) =

o que acontece se k =2e j =37

_ (z3 —®0)...(x3 — z1)(23 — 23)

Z2(w3) - (ZDQ — :Eo)...(wz — wl)(wg — Zg)

note que o (z3z — z3) no denominador vale 0, logo
a fragdo toda se anula.
O que acontece agorase k =3e j =37

(13 — $0)...(:E3 - $2)(I3 - Z4)
(z3 — ®0)...(x3 — x1)(w3 — x4)

L3(x3) =

veja que agora o numerador e o denominador sao
absolutamente iguais, o que simplificando, da 1.
Fecha o parénteses.

Entao, supondo um fenémeno do qual se co-
nhecem pares de valores zo, fo = f(zo), z1,f1 =
f(z1), ... n, fn = f(zn), de uma fungao genérica
(possivelmente desconhecida) y = f(z), o po-
linémio

Pp(z) = Z frli ()
k=0

é chamado de Férmula de Lagrange do po-
linébmio de interpolagao. Note que ele é de grau
no maximo n e satisfaz

Pu(ax) = f(x) para k = 0,1,2,..n

Exemplo
Sejam 3 pontos:
z | f(z)
-1 15
0 8
3 -1

E seja descobrir quanto a func¢do vale no ponto
x = 1. Para isso, deve-se achar o polinémio de

interpolacao de Lagrange. Tem-se

o = 71, f(:vo) =15

x1 =0, f(I1) =38

T2 = 3, f(ﬁz) = -1

n=2edaqui Pa(z) = 37_, fulr(z).
Determinando os ¢ (z), k =0,1,2:

(z—z1)(x—x2) (z—=0)(x—3)

b@) = Gty — TLOCT® =
2232
* (z—=zg)(z—x9) (z+1)(z—3)
_ z—zg)(z—xo _ 1) (z— _
a(@) = Greegier—a) 0+D0-3 =
z2_2z-3
_ (@—zg)(@—wy) _ (z41)(x—0) _ z+ax
£2($) = (ea—=z0)(@z—=1) — G+D(BE—0) — 12

Pa(z) = folo(z) + fili(z) + f2l2(z) =

z2 — 3z 22— 2z —3 w2+x
15{ 1 :|+8|: - :|+(71)|: 12]

cozinhando os dados e agrupando fica:

Py(z) = 2° — 62+ 8

e daqui f(1) = P>(1) =3

Esquema pratico

Se for escrever um programa de computador para
obter o valor da fun¢do em um ponto através do po-
linébmio de interpolagdo pode-se usar um esquema
pratico o qual acha este ponto sem determinar a
expressao do polinémio:

n

H (w.*mj)

=05z (i~ 25)

Py, (z) = Z Yi.

i=0
Escrevendo esta férmula em termos mais
amigédveis:
Prodg Prodg
Dif Dif,
P(z) = yo.——2% +y1.
Prodgy Prod;
Prodg Prodyg
Difg Dif
Y2. + .o+ Yn- o
Prods Prod,

Uma 6tima atividade aqui é refazer o exemplo
acima {z¢g = —1, f(zo) = 15; z1 =0, f(z1) = 8§;
zo = 3, f(z2) = —1 e n = 2} usando o esquema
pratico. O resultado tem que ser o mesmo, e ficard
evidente que agora hd muito menos trabalho.

A seguir, mais um exemplo, seja a funcao f(x) co-
nhecida nos pontos:

Nz f(x) =y
0 0.00 1.000
1 0.10 2.001
2 0.30 4.081
3 0.60 8.296

Determinar o valor para f(0.20) aplicando o es-
quema pratico de Lagrange
T3 = 11

o =|T1 =|T2 =

j=j*+1
i=0
while i<n:
prod[i]=1
j=0
while j<n:
if it=j:
prod[il=prod[i]*(x[i]1-x[j1)
j=i+1
i=i+1
yinterp=0
i=0
while i<n:
yinterp=yinterp+y[i]*
((prodx/dif[i]l)/prod[i])
i=i+l
print (’vetor diferencas ’,dif)
print (’prodx ’,prodx)
print (’vetor produtos ’,prod)
print(’y interpolado ’,yinterp)
#a=[-1.0,0,3]
#b=[15.0,8,-1]
a=[0.0,0.1,0.3,0.6]

b=[1.0,2.001,4.081,8.290]
lagra(a,b)

IZ" Para vocé fazer

1. Faca a interpolagao de Lagrange & mao de-
volvendo os cdlculos para a fungdo cujos x;
sao

2.67 3.71 4.75
E os f(z;) = y; séo
8 56 542.4

E o valor a interpolar é 4.392

2. Faga a interpolacdo de Lagrange para a
funcdo cujos z; sdo

2.77 3.79 4.83 5.81
E os f(z;) = y; séo
8.3 58.1 564.3 6993.1

E o valor a interpolar é 5.319

3. Faca a interpolacdo de Lagrange para a
fungdo cujos x; sdao

3.07 4.06 5.08 6.08 7.03 8.08

E os f(z;) = y; sdo

- 0.00/0.10] 0.30 ] 0.60 4.1 27.5 260.6 3181.7 47502.1 838481.6
Do =D: =| D3 =|D5 =| P, =
z = 0.20]0.20|0.10 |-0.10—0.40| P, = 0.0008
zo = 0.00] - ]-0.10[-0.30]-0.60 [P, = —0.018 E o valor a interpolar é 6.753
z; = 0.10/0.10| - |[-0.20|-0.50| P; = 0.01
x> = 0.30]0.30[0.20 - [-0.30[P; = —0.018| Responda aqui o valor de Yinterp
z3 = 0.600.60|0.50| 0.30 | - | P53 = 0.00 1 5 3
€ agora
0(.)0g88 000?88
P,(0.2) = (1.000 x —2:20 2.001 x —2:
=(0.2) = ( —0.018) +( 0.01 )+
0.0008 0.0008
(4.081 x %) + (8.296 x 60(‘)‘;" ) = 3.008
-0 : 118-69046 - 30/05
Python

def lagra(x,y):

xinterp=float (input ("entre valor interp."))

n=len(x)

dif=[0]*n

prod=[0]*n

=0

while j<n:
dif[jl=xinterp-x[j]
j=j+1

prodx=1

j=0

while j<n:
prodx=prodx*dif [j]
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Interpolagao - Método de Lagrange

Lembrando, a interpolagao deve ocorrer quando se
)

precisa prever o comportamento de um fendémeno,
que tem uma das caracteristicas

e Expressdo analitica complexa, com descon-
tinuidades (sem derivadas ou integrais) de
muito dificil manuseio OU

e Expressdao analitica desconhecida: nestes
casos o que se tem é um conjunto de pontos
(z e f(z)) descrevendo o fenémeno.

Em ambos os casos, deve-se buscar um polinémio
que possa fazer o papel de expressao analitica do
fenémeno. Neste exercicio vai-se ver e exercitar o
método de Lagrange.

Comeca-se definindo um polinémio a ser usado
nos pontos xg, 1, ...x, (n + 1 pontos):

Po(e) = (2 —o1)(@ — 2).(x — w0)
Pi(z) = (x — zo)(x — z2)...(x — Ty)
Pu(z)= (2 —a0)(@ —a1)e(a — Tn_1)

Note que no Py (z) o termo z — z ¢é excluido do
produto.

Vai-se definir agora uma familia de polinémios
(conhecidos como de Lagrange)

(I - a?o)(:b — :Ek,_l)(l’ — ZI})€+1)
(Ik — Zo)(ibk - :Ekfl)(mk — xk+1)

L (x) =

Note que esta expressao apresenta o seguinte
comportamento

Osek#j
lsek=j

L (wj) ={

Um parénteses, para entender o resultado acima:
seja

(zj —m0)- (25 — Tp—1)(Tj — Tht1)

b (@) = (g — x0)...(Tp — Th—1)(Tk — Tr41)

o que acontece se k =2e j =37

_ (z3 —®0)...(x3 — z1)(23 — 23)

Z2(CE3) - (ZDQ — :Eo)...(wg — wl)(wg — Zg)

note que o (z3z — z3) no denominador vale 0, logo
a fragdo toda se anula.
O que acontece agorase k =3e j =37

(13 - $0)...(:E3 — $2)($3 — z4)
(x5 — x0)...(x3 — 1) (T3 — T4)

L3(x3) =

veja que agora o numerador e o denominador sao
absolutamente iguais, o que simplificando, da 1.
Fecha o parénteses.

Entao, supondo um fenémeno do qual se co-
nhecem pares de valores zo, fo = f(zo), z1,f1 =
f(z1), ... n, fn = f(zn), de uma fungao genérica
(possivelmente desconhecida) y = f(z), o po-
linémio

Pp(z) = Z frli ()
k=0

é chamado de Férmula de Lagrange do po-
linébmio de interpolagao. Note que ele é de grau
no maximo n e satisfaz

Pu(ax) = f(x) para k = 0,1,2,..n

Exemplo
Sejam 3 pontos:
z | f(z)
-1 15
0 8
3 -1

E seja descobrir quanto a func¢do vale no ponto
x = 1. Para isso, deve-se achar o polinémio de

interpolacao de Lagrange. Tem-se

o = 71, f(:vo) =15

x1 =0, f(I1) =38

T2 = 3, f(ﬁz) = -1

n=2edaqui Pa(z) = 37_, fulr(z).
Determinando os ¢ (z), k =0,1,2:

_ @—ep@-wp) | _  _(s-0)e-3)  _
b(2) = Gome(eo—s) CioTn =
2232
: (z—w0) (2 —22) (2+1)(2-3)
 (e—eg)e—wa)  (e41)(e—3)
L) = Groetei——2 = o3 =
z2—2x-3
_ _(z—zg)(z—=y) _ (z+1)(z—=0) _ z +a
ff(””) = Ga—wo)lea—ep) = GFDGE=0) = 12

Pa(z) = folo(z) + fili(z) + f2l2(z) =

z2 — 3z 22— 2z —3 w2+x
15{ 1 :|+8|: - :|+(71)|: 12]

cozinhando os dados e agrupando fica:

Py(z) = 2° — 62+ 8

e daqui f(1) = P>(1) =3

Esquema pratico

Se for escrever um programa de computador para
obter o valor da fun¢do em um ponto através do po-
linébmio de interpolagdo pode-se usar um esquema
pratico o qual acha este ponto sem determinar a
expressao do polinémio:

n

H (z — z;)

=05z (i~ 25)

Py, (z) = Z Yi.

i=0
Escrevendo esta férmula em termos mais
amigédveis:
Prodg Prody
Dif Dif,
P(z) = yo.——2% +y1.
Prodgy Prod;
Prodg Prodyg
Difg Dif
Y2. + .o+ Yn- o
Prods Prod,

Uma 6tima atividade aqui é refazer o exemplo
acima {z¢g = —1, f(zo) = 15; z1 =0, f(z1) = 8§;
zo = 3, f(z2) = —1 e n = 2} usando o esquema
pratico. O resultado tem que ser o mesmo, e ficard
evidente que agora hd muito menos trabalho.

A seguir, mais um exemplo, seja a funcao f(x) co-
nhecida nos pontos:

Y f(x) =y
0 0.00 1.000
1 0.10 2.001
2 0.30 4.081
3 0.60 8.296

Determinar o valor para f(0.20) aplicando o es-

quema pratico de Lagrange
zo =|v1 =|z2 =23 = 11

j=j*+1
i=0
while i<n:
prod[i]=1
j=0
while j<n:
if it=j:
prod[il=prod[i]*(x[i]1-x[j1)
j=i+1
i=i+1
yinterp=0
i=0
while i<n:
yinterp=yinterp+y[i]*
((prodx/dif[i]l)/prod[i])
i=i+l
print (’vetor diferencas ’,dif)
print (’prodx ’,prodx)
print (’vetor produtos ’,prod)
print(’y interpolado ’,yinterp)
#a=[-1.0,0,3]
#b=[15.0,8,-1]
a=[0.0,0.1,0.3,0.6]

b=[1.0,2.001,4.081,8.290]
lagra(a,b)

I¥" Para vocé fazer

1. Faca a interpolagao de Lagrange & mao de-
volvendo os cdlculos para a fungdo cujos x;
sao

2.46 3.5 4.45
E os f(z;) = y; séo
6.2 42.4 405.3

E o valor a interpolar é 4.099

2. Faga a interpolacdo de Lagrange para a
funcdo cujos z; sdo

3.05 4.01 5.03 5.97 6.99
E os f(z;) = y; séo
6.7 46.4 445 5473 82129.4

E o valor a interpolar é 6.295

3. Faca a interpolacdo de Lagrange para a
fungdo cujos x; sdao

2.34 3.33 4.34 5.31 6.26 7.27

E os f(z;) = y; sdo

- 0.00/0.10] 0.30 ] 0.60 4.2 28.6 271.4 3313.8 49477.3 873378.1
Do =D1 = D> =|D3 =| P, =
z = 0.20]0.200.10 |—0.10—0.40] P, = 0.0008
zo = 0.00] - ]-0.10[-0.30]-0.60 [P, = —0.018 E o valor a interpolar é 5.845
z1 = 0.10[0.10| - |[-0.20|-0.50| P; = 0.01
x> = 0.30]0.30[0.20 - [-0.30[P; = —0.018| Responda aqui o valor de Yinterp
zs = 0.60[0.60|0.50| 0.30 | - | Ps = 0.09 1 5 3
€ agora
0(.)0288 0.0(;88
P,(0.2) = (1.000 x —%:29_ 2.001 x %
=(0.2) = ( —0.018) +( 0.01 )+
0.0008 0.0008
(4.081 x %) +(8.296 x —24%) — 3008
e 118-69060 - 30/05
Python

def lagra(x,y):

xinterp=float (input ("entre valor interp."))

n=len(x)

dif=[0]*n

prod=[0]*n

=0

while j<n:
dif[jl=xinterp-x[j]
j=j+1

prodx=1

j=0

while j<n:
prodx=prodx*dif [j]
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Interpolagao - Método de Lagrange

Lembrando, a interpolagao deve ocorrer quando se
)

precisa prever o comportamento de um fendémeno,
que tem uma das caracteristicas

e Expressdo analitica complexa, com descon-
tinuidades (sem derivadas ou integrais) de
muito dificil manuseio OU

e Expressdao analitica desconhecida: nestes
casos o que se tem é um conjunto de pontos
(z e f(z)) descrevendo o fenémeno.

Em ambos os casos, deve-se buscar um polinémio
que possa fazer o papel de expressao analitica do
fenémeno. Neste exercicio vai-se ver e exercitar o
método de Lagrange.

Comeca-se definindo um polinémio a ser usado
nos pontos xg, 1, ...x, (n + 1 pontos):

Po(e) = (2 —o1)(@ — 2).(x — w0)
Pi(z) = (x — zo)(x — z2)...(x — Ty)
Pu(z)= (2 —a0)(@ —a1)e(a — Tn_1)

Note que no Py (z) o termo z — z ¢é excluido do
produto.

Vai-se definir agora uma familia de polinémios
(conhecidos como de Lagrange)

(z — x0)..(x — zp—1)(T — Tpy1)

/k(I) = (Ik — Zo)(ibk — :Ekfl)(mk — xk+1)

Note que esta expressao apresenta o seguinte
comportamento

Osek#j
lsek=j

L (wj) ={

Um parénteses, para entender o resultado acima:
seja

(zj —m0)- (25 — Tp—1)(Tj — Tht1)

b (@) = (g — x0)...(Tp — Th—1)(Tk — Tr41)

o que acontece se k =2e j =37

_ (z3 —®0)...(x3 — z1)(23 — 23)

Z2(CE3) - (ZDQ — :Eo)...(wg — wl)(wg — Zg)

note que o (z3z — z3) no denominador vale 0, logo
a fragdo toda se anula.
O que acontece agorase k =3e j =37

(13 - $0)...(:E3 — $2)($3 — z4)
(x5 — x0)...(x3 — 1) (T3 — T4)

L3(x3) =

veja que agora o numerador e o denominador sao
absolutamente iguais, o que simplificando, da 1.
Fecha o parénteses.

Entao, supondo um fenémeno do qual se co-
nhecem pares de valores zo, fo = f(zo), z1,f1 =
f(z1), ... n, fn = f(zn), de uma fungao genérica
(possivelmente desconhecida) y = f(z), o po-
linémio

Pp(z) = Z frli ()
k=0

é chamado de Férmula de Lagrange do po-
linébmio de interpolagao. Note que ele é de grau
no maximo n e satisfaz

Pu(ax) = f(x) para k = 0,1,2,..n

Exemplo
Sejam 3 pontos:
z | f(z)
-1 15
0 8
3 -1

E seja descobrir quanto a func¢do vale no ponto
x = 1. Para isso, deve-se achar o polinémio de

interpolacao de Lagrange. Tem-se

o = 71, f(:vo) =15

x1 =0, f(I1) =38

T2 = 3, f(ﬁz) = -1

n=2edaqui Pa(z) = 37_, fulr(z).
Determinando os ¢ (z), k =0,1,2:

_ @—ep@-wp) | _  _(s-0)e-3)  _
b(2) = Gome(eo—s) CioTn =
2232
: (z—w0) (2 —22) (2+1)(2-3)
 (e—eg)e—wa)  (e41)(e—3)
O = Goae—27 D=3
z2—2x-3
_ _(z—zg)(z—=y) _ (z+1)(z—=0) _ z +a
ff(””) = Ga—wo)lea—ep) = GFDGE=0) = 12

Pa(z) = folo(z) + fili(z) + f2l2(z) =

z2 — 3z 22— 2z —3 w2+x
15{ 1 :|+8|: - :|+(71)|: 12]

cozinhando os dados e agrupando fica:

Py(z) = 2° — 62+ 8

e daqui f(1) = P>(1) =3

Esquema pratico

Se for escrever um programa de computador para
obter o valor da fun¢do em um ponto através do po-
linébmio de interpolagdo pode-se usar um esquema
pratico o qual acha este ponto sem determinar a
expressao do polinémio:

n

H (z — z;)

=05z (i~ 25)

Py, (z) = Z Yi.

i=0
Escrevendo esta férmula em termos mais
amigédveis:
Prodg Prody
Dif Dif,
P(z) = yo.——2% +y1.
Prodgy Prod;
Prodg Prodyg
Difg Dif
Y2. + .o+ Yn- o
Prods Prod,

Uma 6tima atividade aqui é refazer o exemplo
acima {z¢g = —1, f(zo) = 15; z1 =0, f(z1) = 8§;
zo = 3, f(z2) = —1 e n = 2} usando o esquema
pratico. O resultado tem que ser o mesmo, e ficard
evidente que agora hd muito menos trabalho.

A seguir, mais um exemplo, seja a funcao f(x) co-
nhecida nos pontos:

Y f(x) =y
0 0.00 1.000
1 0.10 2.001
2 0.30 4.081
3 0.60 8.296

Determinar o valor para f(0.20) aplicando o es-

quema pratico de Lagrange
zo =|v1 =|z2 =23 = 11

j=j*+1
i=0
while i<n:
prod[i]=1
j=0
while j<n:
if it=j:
prod[il=prod[i]*(x[i]1-x[j1)
j=i+1
i=i+1
yinterp=0
i=0
while i<n:
yinterp=yinterp+y[i]*
((prodx/dif[i]l)/prod[i])
i=i+l
print (’vetor diferencas ’,dif)
print (’prodx ’,prodx)
print (’vetor produtos ’,prod)
print(’y interpolado ’,yinterp)
#a=[-1.0,0,3]
#b=[15.0,8,-1]
a=[0.0,0.1,0.3,0.6]

b=[1.0,2.001,4.081,8.290]
lagra(a,b)

I¥" Para vocé fazer

1. Faca a interpolagao de Lagrange & mao de-
volvendo os cdlculos para a fungdo cujos x;
sao

2.78 3.87 4.8
E os f(z;) = y; séo
5.6 38.1 363

E o valor a interpolar é 4.301

2. Faga a interpolacdo de Lagrange para a
funcdo cujos z; sdo

2.33 3.36 4.31 5.38 6.31 7.33
E os f(z;) = y; séo
4 27.1 257 3137.5 46842.9 826842.8

E o valor a interpolar é 5.098

3. Faca a interpolacdo de Lagrange para a
fungdo cujos x; sdao

2.89 3.86 4.92 5.86

E os f(z;) = y; sdo

- 0.00/0.10] 0.30 ] 0.60 4.6 31.4 298.3 3643.9
Do =D1 = D> =|D3 =| P, =
z = 0.20]0.200.10 |—0.10—0.40] P, = 0.0008
zo = 0.00] - ]-0.10[-0.30]-0.60 [P, = —0.018 E o valor a interpolar é 5.344
z1 = 0.10[0.10| - |[-0.20|-0.50| P; = 0.01
x> = 0.30]0.30[0.20 - [-0.30[P; = —0.018| Responda aqui o valor de Yinterp
zs = 0.60[0.60|0.50| 0.30 | - | Ps = 0.09 1 5 3
€ agora
0(.)0288 0.0?88
P,(0.2) = (1.000 x —%:29_ 2.001 x %
=(0.2) = ( —0.018) +( 0.01 )+
0.0008 0.0008
(4.081 x %) +(8.296 x —24%) — 3008
e 118-69077 - 30/05
Python

def lagra(x,y):

xinterp=float (input ("entre valor interp."))

n=len(x)

dif=[0]*n

prod=[0]*n

=0

while j<n:
dif[jl=xinterp-x[j]
j=j+1

prodx=1

j=0

while j<n:
prodx=prodx*dif [j]
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Interpolacao - Método de Lagrange

Lembrando, a interpolagao deve ocorrer quando se
precisa prever o comportamento de um fenémeno,
que tem uma das caracteristicas

e Expressao analitica complexa, com descon-
tinuidades (sem derivadas ou integrais) de
muito dificil manuseio OU

e Expressao analitica desconhecida: nestes
casos 0 que se tem é um conjunto de pontos
(z e f(z)) descrevendo o fenémeno.

Em ambos os casos, deve-se buscar um polinémio
que possa fazer o papel de expressdao analitica do
fenémeno. Neste exercicio vai-se ver e exercitar o
método de Lagrange.

Comeca-se definindo um polinémio a ser usado
nos pontos zg, 1, ...T, (n + 1 pontos):

Py(z) = (x —z1)(x — z2)...(x — zpn)
Pi(a) = (o — 20)(& — w2). (& — zn)
.ISW,(z): (x —z0)(x — z1)...(x — Tpp—1)

Note que no Py(x) o termo = — x é excluido do
produto.

Vai-se definir agora uma familia de polinémios
(conhecidos como de Lagrange)

(z —20)...(z — Tp—1)(T — Tpy1)

bele) = (z — x0)...(Tk — Th—1)(Tk — Tht1)

Note que esta expressao apresenta o seguinte
comportamento

0sek#jg
lsek=yj

Le () :{

Um parénteses, para entender o resultado acima:
seja

(z; —mo)...(z; — @p—1)(2; — Thy1)
(zk — 20)...(Th — Th—1)(Th — Tht1)

U (z5) =

o que acontece se k =2e j =37

_ (z3 —®0)...(x3 — z1)(23 — 23)

B (x2 — xg)...(x2 — z1)(x2 — x3)

fz (wg)

note que o (z3z — x3) no denominador vale 0, logo
a fragdo toda se anula.
O que acontece agorase k =3ej=37

_ (w3 —x0)...(x3 — x2) (w3 — x4)
l3(z3) = (z3 — @0)...(x3 — 1) (w3 — x4)

veja que agora o numerador e o denominador sdo
absolutamente iguais, o que simplificando, da 1.
Fecha o parénteses.

Entao, supondo um fenémeno do qual se co-
nhecem pares de valores zo, fo = f(x0), z1,f1 =

f(z1), ... n, fn = f(xzn), de uma fungao genérica
(possivelmente desconhecida) y = f(z), o po-
linébmio

Pp(z) = > frli(x)
k=0

é chamado de Férmula de Lagrange do po-
lindmio de interpolagao. Note que ele é de grau
no maximo n e satisfaz

P, (zr) = f(zk) para k =0,1,2,...n

Exemplo
Sejam 3 pontos:
z | f(z)
-1 15
0 8
3 -1

E seja descobrir quanto a func¢do vale no ponto
x = 1. Para isso, deve-se achar o polinémio de

interpolacao de Lagrange. Tem-se

o = 71, f(:vo) =15

x1 =0, f(I1) =38

T2 = 3, f(ﬁz) = -1

n=2edaqui Pa(z) = 37_, fulr(z).
Determinando os ¢ (z), k =0,1,2:

_ @—ep@-wp) | _  _(s-0)e-3)  _
b(2) = Gome(eo—s) CioTn =
2232
: (z—w0) (2 —22) (2+1)(2-3)
 (e—eg)e—wa)  (e41)(e—3)
O = Goae—27 D=3
z2—2x-3
_ _(z—zg)(z—=y) _ (z+1)(z—=0) _ z +a
ff(””) = Ga—wo)lea—ep) = GFDGE=0) = 12

Pa(z) = folo(z) + fili(z) + f2l2(z) =

z2 — 3z 22— 2z —3 w2+x
15{ 1 :|+8|: - :|+(71)|: 12]

cozinhando os dados e agrupando fica:

Py(z) = 2° — 62+ 8

e daqui f(1) = P>(1) =3

Esquema pratico

Se for escrever um programa de computador para
obter o valor da fun¢do em um ponto através do po-
linébmio de interpolagdo pode-se usar um esquema
pratico o qual acha este ponto sem determinar a
expressao do polinémio:

n

H (z — z;)

=05z (i~ 25)

Py, (z) = Z Yi.

i=0
Escrevendo esta férmula em termos mais
amigédveis:
Prodg Prody
Dif Dif,
P(z) = yo.——2% +y1.
Prodgy Prod;
Prodg Prodyg
Difg Dif
Y2. + .o+ Yn- o
Prods Prod,

Uma 6tima atividade aqui é refazer o exemplo
acima {z¢g = —1, f(zo) = 15; z1 =0, f(z1) = 8§;
zo = 3, f(z2) = —1 e n = 2} usando o esquema
pratico. O resultado tem que ser o mesmo, e ficard
evidente que agora hd muito menos trabalho.

A seguir, mais um exemplo, seja a funcao f(x) co-
nhecida nos pontos:

Y f(x) =y
0 0.00 1.000
1 0.10 2.001
2 0.30 4.081
3 0.60 8.296

Determinar o valor para f(0.20) aplicando o es-
quema pratico de Lagrange
xg =|x1 =22 =|23 = 11

j=j*+1
i=0
while i<n:
prod[i]=1
j=0
while j<n:
if it=j:
prod[il=prod[i]*(x[i]1-x[j1)
j=i+1
i=i+1
yinterp=0
i=0
while i<n:
yinterp=yinterp+y[i]*
((prodx/dif[i]l)/prod[i])
i=i+l
print (’vetor diferencas ’,dif)
print (’prodx ’,prodx)
print (’vetor produtos ’,prod)
print(’y interpolado ’,yinterp)
#a=[-1.0,0,3]
#b=[15.0,8,-1]
a=[0.0,0.1,0.3,0.6]

b=[1.0,2.001,4.081,8.290]
lagra(a,b)

I¥" Para vocé fazer

1. Faca a interpolagao de Lagrange & mao de-
volvendo os cdlculos para a fungdo cujos x;
sao

2.24 3.27 4.18
E os f(z;) = y; séo
7.8 54.4 525.6

E o valor a interpolar é 3.581

2. Faga a interpolacdo de Lagrange para a
funcdo cujos z; sdo

2.27 3.25 4.26 5.27 6.27 7.23
E os f(z;) = y; séo
4.7 31.5 298.9 3651 54530.3 962812.8

E o valor a interpolar é 4.968

3. Faca a interpolacdo de Lagrange para a
fungdo cujos x; sdao

2.54 3.56 4.57 5.53 6.53 7.58

E os f(z;) = y; sdo

- 0.00/0.10] 0.30 ] 0.60 4.2 28.2 267.2 3261.7 48698.5 859614.7
Do =D1 = D> =|D3 =| P, =
z = 0.20]0.200.10 |—0.10—0.40] P, = 0.0008
zo = 0.00] - ]-0.10[-0.30]-0.60 [P, = —0.018 E o valor a interpolar é 6.381
z1 = 0.10[0.10| - |[-0.20|-0.50| P; = 0.01
x> = 0.30]0.30[0.20 - [-0.30[P; = —0.018| Responda aqui o valor de Yinterp
zs = 0.60[0.60|0.50| 0.30 | - | Ps = 0.09 1 5 3
€ agora
0(.)0288 0.0(;88
P,(0.2) = (1.000 x —%:29_ 2.001 x %
=(0.2) = ( —0.018) +( 0.01 )+
0.0008 0.0008
(4.081 x %) +(8.296 x —24%) — 3008
e 118-69796 - 30/05
Python

def lagra(x,y):

xinterp=float (input ("entre valor interp."))

n=len(x)

dif=[0]*n

prod=[0]*n

=0

while j<n:
dif[jl=xinterp-x[j]
j=j+1

prodx=1

j=0

while j<n:
prodx=prodx*dif [j]




