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O autor, pelo autor

Meu nome é Pedro Luis Kantek Garcia Navarro, conhecido como Kantek,
ou Pedro Kantek. Nasci em Curitiba ha mais de 60 anos. Sou portanto
brasileiro, curitibano e coxa-branca com muito orgulho, mas sendo filho de
espanhois (meus 7 irmaos nasceram l4), tenho também a nacionalidade es-
panhola. Aprendi a falar em castellano era o que se falava na minha casa,
o portugués é meu segundo idioma, s6 visto na escola. Estudei no Colégio
Bom Jesus e quando chegou a hora de escolher a profissao, 14 por 1972, fui
para a engenharia civil, mas sem muita convicgdo. As alternativas: medicina
(arghhh!) ou direito (arghhh! arghhh!).

Durante a copa do mundo de futebol de 1974 na Alemanha, ao folhear a
Gazeta do Povo, achei um pequeno antincio sobre um estagio na area de pro-
cessamento de dados (os nomes informatica e computacao ainda nao existiam).
L4 fui eu para um estagio na CELEPAR, que acabou mais de 35 anos depois.
Na CELEPAR fui de tudo: programador, analista, suporte a BD (banco de
dados), suporte a TP (teleprocessamento), coordenador de auto-servigo, co-
ordenador de atendimento, ... Minha carreira l4 terminou na area de governo
eletronico. Desde cedo encasquetei que uma boa maneira de me obrigar a
continuar estudando a vida toda era virar professor. Comecei essa desafiante
carreira em 1976, dando aula num lugar chamado UUTT, que nao existe mais.
Passei por FAE, PUC e cheguei as Faculdades Positivo em 1988. Na década
de 80, virei instrutor itinerante de uma empresa de nome CTIS de Brasilia, e
dei um monte de cursos por este Brasil afora (Manaus, Recife, Brasilia, Rio,
Sao Paulo, Fortaleza, Floripa, ...). Em 90, resolvi voltar a estudar e fui fazer
o mestrado em informatica industrial no CEFET. Ainda peguei a ultima leva
dos professores franceses que iniciaram o curso. Em 93 virei mestre, e a mi-
nha dissertacdo foi publicada em livro pela editora Campus (Downsizing de
sistemas de Informagao. Rio de Janeiro: Campus, 1994. 240p, ISBN:85-7001-
926-2). O primeiro cheque dos direitos autorais me manteve um més em Nova
Iorque, estudando inglés. Alias, foi o quarto livro de minha carreira de escri-
tor, antes ja havia 3 outros (MS WORD - Guia do Usuério Brasileiro. Rio de
Janeiro: Campus, 1987. 250p, ISBN:85-7001-507-0, Centro de Informacoes.
Rio de Janeiro: Campus, 1985. 103p, ISBN:85-7001-383-3 e APL - Uma lin-
guagem de programagao. Curitiba. CELEPAR, 1982. 222p). Depois vieram
outros. Terminando o mestrado, rapidamente para nao perder o folego, enga-
tei o doutorado em engenharia elétrica. Ele se iniciou em 1994 na UFSC em
Florianépolis. S6 terminou em 2000, foram 6 anos inesqueciveis, até porque
nesse meio tive que aprender o francés - mais um més em Paris aprendendo-o.
Finalmente virei engenheiro, 25 anos depois de ter iniciado a engenharia civil.
Esqueci de dizer que no meio do curso de Civil desisti (cd pra nds o assunto
era meio chato...) em favor de algo muito mais emocionante: matemaética.
Nessa época ainda nao havia cursos superiores de informéatica. Formei-me
em matematica na PUC/Pr em 1981. Em 2003, habilitei-me a avaliador de
cursos para o MEC. Para minha surpresa, fui selecionado e virei delegado do
INEP (Instituto Nacional de Pesquisas Educacionais) do Governo Brasileiro.
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O autor, hd muitos anos, (mas muitos mesmo) quando ainda havia cabelo...

De novo, visitei lugares deste Brasilzao que sequer imaginava existirem (por
exemplo, Rondonépolis, Luizidnia, Rio Grande, entre outros), sempre avali-
ando os cursos na area de informatica: sistemas de informacao, engenharia
e ciéncia da computacdo. Atualmente estou licenciado da PUC. J4 fiz um
bocado de coisas na vida, mas acho que um dos meus sonhos é um dia ser
professor de matematica para criancas: tentar desperta-las para este mundo
fantastico, do qual — lastimavelmente — boa parte delas nunca chega sequer
perto ao longo de sua vida. Em 2018, comecei a dar aulas na UFPR.
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Neste livro, ha muito codigo fonte. Para
saber onde implementar, atente para as
cores:

Python, Numpy e Matplotlib
Python+Sympy

APL

Matlab ou Octave

C++4 ou C

Fortran

O resto

Faco minhas as palavras de Chapra [Chal3] que diz:

Embora meu principal interesse seja capacitar estudantes proporcionando-
lhes uma boa introducao a resolugdo de problemas numeéricos, eu te-

nho o objetivo complementar de tornar essa introducao estimulante

e prazerosa. Acredito que estudantes motivados, que gostam de en-
genharia e ciéncia, resolu¢ao de problemas, matematica e também
programacao, acabarao por se tornar melhores profissionais.
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Capitulo

Apresentacao e Introducao

A maior industria do século XX foi o petréleo. Na virada do século do 20
para o 21, ja havia perdido o bastdao para a industria da informatica. Hoje,
em pleno século 21, a maior empresa do mundo é a Google, seguida pela
Microsoft, Facebook, ... A Shell e a Exxon (Esso no Brasil) estao 14 atras na
corrida. E nao param de andar para tras: a escassez de petroleo e a poluicao
do planeta sao duas espadas de Damocles sobre elas e suas parceiras.

A migracao do mundo real para o mundo virtual, parece em pleno anda-
mento: nada de novo sob o sol. Platao ha uns 2400 anos, ja se perguntava: o
universo existe ou € apenas uma manifestacio dos meus sentidos ? Que boa
pergunta. E uma tendéncia inexordvel. O uber pulverizou o valor das licencas
de taxi. O airbnb reorganiza o negdcio hoteleiro. O whatsapp detona com a
industria da telefonia, e o estrago s6 nao é maior por que afinal, a comuni-
cagao via tecnologia da informacao precisa se dar em algum tipo de estrato
(camada) de comunicagao.

Seja como for, o objetivo aqui é apresentar ao engenheiro os métodos, as
idéias e as ferramentas que permitem resolver os problemas da profissao. As
solugbes sao convertidas em (muitas!) operagoes aritméticas e logicas simples.
Como os computadores sdo bons nisso, a idéia subjacente é usa-los extensi-
vamente. Nos tempos pré-computacionais tais métodos ja existiam, mas a
limitagao no calculo limitava a abrangéncia e a usabilidade deles. Hoje, a
computacao abundante nos presenteia com uma wvarinha mdgica espetacular.
A questao agora é s6 aprender a usa-la. Uma segunda etapa nessa escalada, é a
disponibilidade de pacotes, softwares, linguagens que facilitam ainda mais esse
uso. Essa é também uma prioridade em nosso curso. Numa passada citam-se:
Matlab e Octave, Python e seus pacotes Numpy, Sympy, Matplotlib. C++ e
APL, s6 para citar alguns.

Sé6 para citar um exemplo simples, do que se disse, pensemos nas leis de
conservagao. Seu uso implica em sistemas lineares, alguns com milhares de
equagoes e de incognitas. Vejamos sua omnipresenca na fisica e na engenharia:
(figura extraida de [Chal3])



Dispositivos e tipos de balangos que séo comumente usados nas quatro Greas
principais da engenharia. Para cada caso, a lei de conservacdo no qual o
bolango é baseado estd especificado.

§ Di i Principio 5 remdlic:
" organizacional Exp =
Bolongo de maossa:
: Entrada Saida
Engenharia Canservagio
quimica da mossa Ao longo de uma unidode de
periodo de fempe
Amassa = entrodos - saidos
Baolango de forga:
+Fy
“Fyy t— ) —= +F,
Elnlganhan'u £ = Conservagao
civil do momento
_Flf
A : Em cada né
X Fergas horizontais (F,) = 0
I Fargas verticais (F,) = 0
Balango de forca:
Forga para cima
x=0
Méguina
Engenharig Conservagdo Forga para boixo
mecénico do momento
&£x i
L] = forca para boixo - forgo
pora cima
Balango de comente:
+, -,
e
Engenharia Conservagdo
elétrica B do carga +y
e Em cada né
Circuite E comente (i) = 0
Balango de tensdo:
i"I'RZI
fafty £
Conservagdo
da energia
hd iyl
Em torne de cado logo
E fem’s - I queda de tensdo nos
resistores = 0
LE-ZiR=0
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Capitulo

Conversao de bases

A aritmética tal como a conhecemos se desenvolveu a partir dos tultimos 10.000
anos. Nesse aspecto, a matematica é privilegiada. Estivéssemos falando de
ciénciais sociais ou mesmo de tecnologia aplicada, estariamos tratando do 1l-
timo modismo, ou da ultima invencao. Mas, a matematica é eterna. Pitagoras
e Euclides continuam tao verdadeiros e frescos como eram ha 2400 anos. Alias,
se algum dia, descobrirmos uma civilizacao extraterrena, com biologia com-
pletamente distinta, seres com 7 bracos e 3 pernas que vivem a bilhoes de anos
luz da Terra, pode-se garantir: o Teorema de Pitagoras 14 continua valendo:
a’? +b®> = ¢? ainda que eventualmente tenha outro nome e outros simbolos,
talvez o Pitagoras deles seja um camarao inteligente.

A primeira grande invengdo na aritmética foi o ntmero zero (devido a
mateméaticos indianos). Com ele criou-se um sistema de notagao posicional.
A base escolhida foi a decimal, muito provavelmente devido a termos 10 dedos,
ja que estes sdo os primeiros e muito efetivos instrumentos de contagem de
que dispoe o ser humano.

Eis os fatos sabidos até aqui: nosso sistema de numeracao ¢é decimal,
(base=10), posicional e usa os digitos arabicos 0,1,...9. Uma curiosidade:
embora diversos povos do planeta usem distintos alfabetos para a escrita,
(cirilico, katakana, hangul, arabe, grego,...) todos os principais parecem con-
cordar com os digitos ardbicos para escrever nimeros. Assim o nimero 1003
é 1003 em qualquer rincao culto da Terra.

A mecanica da contagem é usar os 9 primeiros digitos, comecando no um e
ao chegar ao 10, que é quando se completa uma base, e se acabam os digitos
unitarios, escreve-se o um (o primeiro) seguido de um zero.

Aqui, a primeira novidade. Nenhuma generalidade se perde (e se ganha
espago) se a origem das contagens for o zero e ndao o um. Dentro da cién-
cia da computacao, em muitos momentos a origem da contagem serd o zero.
Fiquemos espertos.

Quando, os engenheiros ingleses construiram o primeiro computador de que
se tem noticia, seguindo os planos tedricos do matematico Alan Turing esti-
veram diante de uma decisao tecnologica: como representar uma quantidade
dentro de uma maquina ?

A primeira hipétese foi fazer uma analogia com um circuito elétrico e variar
alguma grandeza fisica (elétrica) proporcionalmente & quantidade em estudo.
Alias alguns computadores analdgicos foram assim construidos. Imprecisao,
dificuldades imensas na programacao, e baixa generalidade foram fatais a este
projeto. O caminho estava em outro lugar: em computadores digitais. Alids,
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esta tendéncia que comecou na década de 40, estd hoje entre nés na digitali-
zacao de imagens, sons, filmes, livros, raios-x, relogios etc etc.

Ao construir uma varidvel digital (ao invés de uma analégica) é possivel
controlar sua exatidao, garantir auséncia de erros e obter a precisao tao grande
quanto se queira. A pergunta agora é: que tipo de variavel 7 A tentacao é
criar uma varidvel decimal (com 10 estados digitais). Mais facil de falar do
que fazer. Imaginem um circuito que a 0V indica 0, 1V indica 1, ... até 9V
indica 9. Basta cair um raio, haver uma interferéncia e um 7 vira 9 facil,
facil. A opcao foi radical: varidveis binarias, contendo apenas dois valores,
e completamente opostos um do outro. Digamos que 0 é +5V e 1 é —5V.
Ao cair um raio, um 5V pode virar 4V ou até 3V, mas o circuito é suficiente
“esperto” para nao se confundir: 3V esta muito mais perto de 5V do que de
—5V.

Assim, chega-se a aritmética binaria: a base de todos os computadores di-
gitais (e mais genericamente de toda a eletronica digital). Toda a circuitaria
de um computador esta construida assim. Deixando de lado os detalhes sor-
didos (como 5V e —5V) vamos passar a usar a aritmética bindria: apenas dois
digitos 0 e 1.

Continuam valendo TODAS as regras da aritmética: adi¢ao, produto, sub-
tragao, divisao, logaritmo, etc etc.

Acompanhe no exemplo: 0+0=0, 0+1=1, 1+0=1 e 1+1=0 e vai um ou
seja, 1+1=10. Resta um problema: o tamanho dos ntimeros: Por exemplo, o
niumero 5578680310y € igual a 1101010011001111010011 0011(2). Um ntmero
em base 2 contém em média logl0-+log2 = 3, 32 algarismos a mais do em base
10. Nada que assuste, principalmente tendo em vista a aumento explosivo dos
limites maximos de memoria de qualquer circuito atual.

Por tudo isso, a unidade bésica de registro (chamado, algo incongruente-
mente de memoéria) em um computador é o BIT (Blnary digiT), que como
vimos pode conter 0 ou 1. Usa-se abreviar o BIT por um “b” mintsculo.
Devido a pobreza desse elemento individual, os bits sao agrupados em unida-
des maiores, chamadas BYTES e compostas por 8 bits. A Franca insiste em
chamar isto de octeto, mas sem muito sucesso. Usa-se abreviar o BYTE por
um “B” maitsculo. Deve-se este conceito ao engenheiro americano Claude
Shanon, autor da assim chamada Teoria da Informag¢do. Se, em um bit s6
podem ser armazenados dois valores, em um byte, podem-se guardar 28 = 256
estados, devidamente numerados de 0 até 255.

Sistema Hexadecimal Os digitos binarios sao tudo o que o computador conse-
gue manusear. Mas, vimos que se torna cansativo e sujeito a erros para o ser
humano, manipular cadeias enormes de zeros e uns. A solugdo para isso, esta
em usar um segundo sistema, o hexadecimal. A palavra hexadecimal tem a
ver com a base=16. Ressalte-se que ele é uma modificacao do sistema binario
(que insisto: é o tnico que o computeador entende), criada exclusivamente
para facilitar a vida dos humanos que tém que pensar em binario. Essa sim-
plificagdo consiste em trocar 4 digitos binarios por 1 tinico digito hexadecimal.
Em um sistema de base 16, vai-se precisar de 16 digitos. Na falta de melhor
opgao, vao-se usar os 10 digitos numéricos (0..9) e depois 6 letras comegando
no A (A.F).

Antes de mostrar as tabelas, vamos fazer uma contagem:

em decimal 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19,
20, ...
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em binario 0, 1, 10, 11, 100, 101, 110, 111, 1000, 1001, 1010, 1011, 1100
11101, 1110, 1111, 10000, 10001, 10010, 10011, 10100, ...

em hexadecimal 0, 1, 2, 3,4,5,6,7,8,9, A, B, C, D, E, F, 10, 11, 12, 13,
14, 15, 16, 17, 18, 19, 1A, 1B, ...

Agora, uma tabela de conversao:

decimal | binario hexad.
0 0000.0000 | 00

1 0000.0001 | 01

2 0000.0010 | 02

9 0000.1001 | 09

10 0000.1010 | OA

15 0000.1111 | OF

16 0001.0000 | 10

255 1111.1111 | FF

Perceba-se que dentro de um byte (8 bits) é costume por um ponto separando
as duas metades do byte. mais ou menos o mesmo que escrever 34.567 ao
invés de 34567. Facilita a leitura.

Exercicio Construa a tabela acima para os 256 primeiros valores. Comece
em 0 e termine em 255.

Conversdo de base 2 para base 10 Multiplique cada digito pelas poténcias
crescente de 2, comecando & esquerda com 2° e some o resultado. Acompanhe
no exemplo:

Quanto é 110100(2) =?(10) Faca-se: 0x 20 +0x 2! +1x 22 +0 x 23 + 1 x
20 4+1x2°=0+0+4+40+16 + 32 =52 = 52(1).

Conversido de base 16 para base 10 A mesma coisa: Multiplique cada digito
pelas poténcias crescente de 16, comecando a esquerda com 16° e some o
resultado. Acompanhe no exemplo:

Quanto é 02C A1) =?(10) Faca-se: A x 16° +C' x 161 +2 x 162 + 0 x 16* =
10 x 16° + 12 x 16" +2 x 162 4+ 0 x 163 = 10 + 192 + 512 + 0 = 71449).

Conversdo de base 10 para base 2 A regra é através da apropriagao dos su-
cessivos restos da divisdo inteira do niimero por 2. Acompanhe no exemplo:

Quanto é 52(19) =7(2). Divida-se 52 por 2. O resultado é 26 e o resto ¢ 0.
Depois 26 ~2 = 13 e o resto € 0. Depois 13+ 2 = 6 e o resto é 1. Depois
6+-2=3,resto0. 3+-2=1,resto 1. 1+2 =0, resto 1. Tomando os restos
de trés para a frente, obtem-se o nimero binario: 110100, que é o niimero
buscado.

Conversdo de base 10 para base 16 A regra é a mesma: a apropriacao dos
sucessivos restos da divisao inteira do niimero por 16. Acompanhe no exemplo:

Quanto é 714(;9) =7(16). Divida-se 714 por 16. D4 44, com resto 10.
Depois, 44 +~ 16 = 2, resto 12. Depois, 2 +~ 16 = 0, resto 2. Tomando os
restos fica 2.12.10 ou mais propriamente 2CA, que é o niimero buscado. Para
a realizagdo deste tipo de raciocinio, convém decorar a seguinte tabela de
poténcias crescentes de 2 (e de 16)
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20 1

2! 211b

22 4

23 8

24 16

25 32

20 64

27 128

28 256 | 1 B 10° B
29 512

210 1024 | 1 KB | ~ 10°
212 4096

216 65536

2201 1048576 | 1 MB | ~ 10°
230 giga | 1 GB | ~ 10°
240 tera | 1 TB | ~ 10'2
250 peta | 1 PB | ~ 10%
200 exa | 1 EB | =~ 10'8
270 zetta | 1 ZB | ~ 10%
280 yota | 1 YB | ~ 10*

O sistema de numeragao ¢ a base da operacao de contagem, que vem a ser a
origem de toda a matematica (a rainha das ciéncias, a propédsito). Os sistemas
de numeragao posicionais — a grande contribui¢ao dos indianos e depois dos
arabes —, tem como caracteristica a escolha de um nimero fixo, denominado
BASE, que nos sistemas mencionados vale 10. Depois disso, se necessitam esse
mesmo numero de simbolos distintos, comecando sempre pelo ZERO. Assim,
tem-se 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 ¢ 9 como simbolos para escrever niimeros.

A interpretacdo de um numero com varios digitos, embora seja feita de
maneira quase automatica pelo nosso cérebro, passa por algumas operagoes:

* a separagao dos digitos. Assim, o ntimero 346, é analisado como formado
por 3, 4 e depois 6.

* a identificacao da base: neste caso, 10.

* A multiplicacao — da direita para a esquerda — de poténcias crescentes da
base, comegando com o expoente ZERO. Entao:

— 6 ¢ multiplicado pela base (10) elevada ao expoente 0. D& 6 x 10° =

6 x1=6.

— 4 ¢ multiplicado pela base (10) elevada ao expoente 1. D4 4 x 10 =
4 x 10 = 40.

— 3 ¢ multiplicado pela base (10) elevada ao expoente 2. D& 3 x 10* =
3 x 100 = 300.

* As parcelas achadas sao somadas. No caso 300 + 40 + 6 = 346.

* Aqui fica claro a importancia do zero. Ele é usado para reservar posicoes
nao usadas, a fim de que o niimero fique univocamente determinada.

* Cada digito no ntimero passa a ter dois valores: o absoluto e o relativo.
Como exemplo, em 346, o 3 tem valor absoluto=3 e valor relativo=300.

No mundo eletronico-digital que nos cerca (celular, relogio, GPS, tevé, som
no carro, computador, I-pxd, cartdo bancario, etc, etc, etc), o sistema de
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numeragao basico e sempre presente é o de base=2. As razdes sao fisico-
histéricas e tém a ver com confiabilidade, seguranga e facilidade. Fazendo a
analogia com o visto no sistema decimal, tem-se aqui:

* BASE = 2
x Dois (e apenas dois) digitos: 0 e 1.

Uma operacao simples de contagem neste sistema agora é: 0, 1, 10, 11, 100,
101, 110, 111, 1000, 1001, 1010, 1011, 1100, 1101, 1110, 1111, 10000 e assim
por diante. Nenhuma heresia foi cometida, todas as regras da numeracao
foram seguidas.
Faca as seguintes conversoes:
De base 2 | para base 10
101
1000
111
1001
101010
110001
Deve-se estudar e treinar o caminho oposto: dado um ntmero decimal,
digamos 18, como obter o equivalente binario 7 A regra aponta para divisoes
sucessivas pela base, até que o quociente e o resto sejam zero.

* Pega-se o ntimero a transformar (18) e divide-se-o pela base (2) Fica: 18 +
2 =9 eresto 0.

* Divide-se o quociente obtido (9) pela base (2). Fica: 9+ 2 =4 e resto 1.
* Idem e fica: 4 +2 = 2 e resto 0.
* Idem e fica: 2+2 =1 e resto 0.
* Idem e fica: 1 +2 =0 e resto 1.

* O nimero binario é obtido recolhendo-se os restos de baixo para cima: 1, 0,
0, 1, 0.

* Finalmente, tem-se 18,5 = 10010,.

Note que, sempre que necessario, convenciona-se escrever a base a direita do
numero na forma de um subscrito. Faga as seguintes conversoes:
De base 10 | para base 2
6
9
11
15
31
33
Numeros fracionarios também podem ser convertidos. Basta extender a
regra de conversao a direita da virgula decimal. Veja um exemplo: O ntimero
decimal 10,5 pode ser entendido como 1x10'4+0x10°4+5x107! = 104+-0+40,5 =
10, 5.
Suponha-se agora o nimero binario 101,101. Quanto ele vale em decimal?
1x2240x2 41 x 2041 x 27 0% 27241 %273 = 4+140, 540, 125 = 5, 6250.
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Para sua orientacao, eis uma tabela das poténcias negativas de 2.
1105
210,25
310,125
110,0625
> 10,03125
6

7

8

0,015625
0,0078125
0,00390625

Acompanhe o processo de converter um nimero de base 10 fracionario em
seu equivalente binario. Por exemplo, o nimero 8, 375;9 em binario. Tudo co-
mega pela parte inteira, que é convertida como ja se sabe. Entao 8,9 = 1000,.
A parte fracionaria (0,375) é convertida sendo multiplicada sucessivamente
por 2.

Entao: 0,375 x 2 = 0,750. O 0 inteiro é o primeiro digito binario apds a
virgula, e o processo recomega.

Entao, 0,750x2 = 1,5. O 1 inteiro é o segundo digito e o processo recomeca
com 0,5.

Entao 0,5 x 2 =1,00. O 1 inteiro é o terceiro digito e o processo termina
ja que a parte fracionaria é zero.

Ao final, tem-se que 0,375;9 = 0,0115 e o nimero completo fica 8, 37515 =
1000, 0115.

Pode ocorrer, ao longo deste processo da parte fracionaria reaparecer com
o mesmo valor. Este fato indica uma dizima periédica e continuando com o
calculo vai-se produzir um numero infinito. Tal fato deve ser indicado por
meio de reticéncias, parando-se a seguir o calculo. Para ver isto na pratica,
faca a conversao de 4,89 =75.

Outra observacao importante é que este processo normalmente gera ntme-
ros muito grandes. O leitor pode abortar o processo tao logo uma precisao
aceitavel seja alcancada.

Base octal. E a numeracao de base 8, muito usada em eletronica, sobre-
tudo em circuitos com palavras de 6 bits. Usa os nimeros 0, 1, 2, 3,4, 5,6 ¢
7. Acompanhe a contagem neste sistema: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 13,
14, 15, 16, 17, 20, ..., 77, 100, 101, ...

Para converter de base octal para base decimal, multiplica-se cada digito
pelas poténcias crescentes da base 8. Por exemplo, 1449 =7;7. Tem-se 4 x
80 44 x 8 +1x8 =44 32+ 64 = 1004,.

Exercicios: 1. converta o nimero 14g em decimal; 2. Converta o niimero
675 em decimal; 3. Idem para 1535 e para 1552g. 4. Por que o ntimero 15874g
nao pode ser um nimero octal?

A conversao de octal para binario é simples: Cada digito octal é traduzido
em 3 bits, incluindo-se os zeros a esquerda, se necessario.

Exercicios: Converta para binario os seguintes octais: 1. 34g, 2. 536g e 3.
44675s.

A conversao de binario para octal exige a separacao do nimero binario em
grupos de 3 bits, eventualmente completando-se zeros a esquerda. Cada grupo
de 3 bits gera um numero octal.

A conversao de decimal para octal pressupde a divisdo sucessiva por 8,
obtendo-se os restos até que o ultimo quociente seja zero. Por exemplo, seja
converter 92,5 para octal. Divide-se 92 por 8, obtendo-se 11 e resto 4. Dai
divide-se 11 por 8 obtendo-se 1 e resto 3. Finalmente, divide-se 1 por 8,

DO DN DN DNDN DN DN
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obtendo-se 0 e resto 1. A conversao é 134g. Um processo alternativo aparen-
temente mais trabalhoso, mas que tem la seu charme é converter o nimero a
binario antes e a octal depois.
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Capitulo

Niumeros em computadores

Qualquer méaquina digital (computadores, celulares, fornos de microondas,
impressoras, [-pads, automdveis, avides, brinquedos, maquinas fotograficas,
geladeiras, televisores, maquinas de dinheiro,...) precisa manusear e armazenar
numeros. Embora 14 nos primoérdios do século XX tenha havido a tentacao
de representar nimeros por medidas analégicas, rapidamente a qualidade da
representacao digital se impos.

Neste ponto estamos nos afastando um pouco da mateméatica e nos apro-
ximando da engenharia e da tecnologia. E precisamos fazer este movimento,
para entender porque muitas coisas sdo como sao dentro das maquinas.

Todas elas usam légica bindria e portanto usam bits (0 ou 1) internamente.
Em geral, para guardar um ntimero, todas trabalham com quantidades fixas
de bits, o que ao fim e ao cabo implica em uma quantidade finita de nimeros
representaveis. Todos os demais nimeros sao obtidos por proximidade a algum
numero desses que é representavel, gerando aqui um erro de representacao.
Por exemplo, 2, seu quadrado e o nimero 4 podem ser representados em um
computador usando Python. J4, a raiz quadrada de 5 ndo pode (e quando
obtida é forgosamente arredondada) dai:

>>> 2%*) ==

True

>>> ((5**0.5)**2) == 5

False

>>> '%2.24f'$(((5*%*0.5)**2)-5)
'0.000000000000000888178420"

3.1 Inteiros

Os inteiros podem ser corretamente representados, limitados ao tamanho do
registro assim entendido como a unidade de bits que sao alocados ao arma-
zenamento de um numero. Supondo n bits, pode-se guardar até o nimero
2" — 1. Por exemplo, se n = 4 pode-se guardar até o 15. Nao acredite em
mim, faga as representagdes para se convencer. Se n = 8, guarda-se até o 255.
Se n = 16 o limite agora é 65535, e assim por diante. Note-se que esta re-
presentacao é para inteiros sem sinal (ou positivos). Se, se necessitar guardar
ndimeros negativos também, perde-se um bit (o mais a esquerda) para o sinal
e portanto o maior ntimero passa a ser 2" ! — 1 e o menor, que l4 no caso
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sem sinal era o zero, agora ¢ —2""!. Por exemplo, se n = 8 o intervalo de
representacao ¢ —127..0..127. Convenciona-se usar o bit 0 para positivo e o
bit 1 para negativo e daqui:

11111111 = —(2°+ .. 42" +2°) = —127
10000001 = -1

10000000 = -0 (?)

00000000 = 0

01111111 = 2042°+ ... +20 =127

As memoérias tém crescido muito nos ultimos anos, e os tamanhos agora
sao bem generosos. Por exemplo, em C++, inteiros podem ser de 8 ou 16
bits (ja visto antes) mas também de 32 bits (limite de 4.294.967.296) ou de 64
bits (limite de 18.446.744.073.709.551.616) ou a metade disso se houver sinal.
A menos de algum detalhe obscuro, todas as plataformas de computadores
compartilham estes valores.

3.2 Inteiros negativos

Os negativos inteiros sdo representados como complemento para 2. Esta opera-
¢ao naturalmente levard o primeiro bit a ser 1 (positivos tém primeira posigao
igual a zero). Mas a representagdo do ntimero é um pouco diferente do que
seria esperado. A regra é simples: Troque zeros por uns e vice-versa. Some 1.
Pronto. Eis um exemplo: Suponha o nimero (1011); como expressao de um
negativo (1° bit=1). Trocando uns-zeros fica (0100). Somando 1 fica (0101)
que corresponde a 5. Como o primeiro bit era 1, entdao —5. Acompanhe na
tabela de 4 bits:

Binario | Hexad | Decimal | Compl. 2
0000 0 0 0
0001 1 1 1
0010 2 2 2
0011 3 3 3
0100 4 4 4
0101 5 5 5
0110 6 6 6
0111 7 7 7
1000 8 8 -8
1001 9 9 -7
1010 A 10 -6
1011 B 11 -5
1100 C 12 -4
1101 D 13 -3
1110 E 14 -2
1111 F 15 -1

3.3 Reais ou flutuantes

A dificuldade inicial é como representar o intervalo —oo..00 em um numero
limitado e fixo de bits. Agora os bits disponiveis terao que ser distribuidos em
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diversos componentes do nimero a representar, a saber
tdidy...d, x fTm

Considerando que a base [ ¢é fixa na arquitetura, ela nao precisa ser guardada
a cada numero. Restam os digitos didsd,, junto com o seu sinal, além dos
digitos ejes...e,, também com o seu sinal. O conjunto dids...d,, é conhecido
como mantissa do nimero e esta normalizado entre 0 e 1. Em outras palavras,
o ntimero 127.345 seria representado por 0.127345 x 103.

3.3.1 Padrao 16 bits original

Esta representacgao classica nem é mais usada, mas vai-se comegar com ela por
razoes didaticas. Eis como funcionava um sistema em ponto flutuante, com
base bindria (f = 2), com t = 10 digitos bindrios na mantissa e expoentes
limitados entre I = —15 e S = 415, lembrando que (15);9 = (1111)5 e
portanto o registro é
[s1[[di[do[ds[da]ds[ds|dr[ds|dy[dio]s[er[ex]es]es]

s1 sinal do nimero (da mantissa). 0 — positivo e 1 — negativo
dy..d1p mantissa com 10 digitos binarios significativos

s9 sinal do expoente: 0 — + e 1 — —

e1..e4 expoente

Nessa representacao os nimeros sao armazenados no formato normalizado
(entre 0 e 1) logo, d; # 0 e portanto o nimero é

v = (=1)F1(0.f)y 2P

Nesse esquema, o menor valor representavel ¢ 0.1000000000.14111 e este
valor é +(0.1)y x 271° = (27! x 2719) 5 = (2716) ;5 = 0.0000152587890625.
J& o maior valor ¢ 0.4141114441.01111 Que vem a ser (32736),o = 2.
Finalmente o zero ¢ 0.0000000000.44111. Lembrando que este é o
uinico nimero nao normalizado, pois sua mantissa é toda zero. Todo niimero
menor que o menor valor representavel acarreta wunderflow enquanto todo
nimero maior que o maior representavel acarreta overflow.

3.4 Otimizagoes - padrao IEEE754

Algumas caracteristicas do exposto foram alteradas para ampliar a faixa de
representacao e organizar a representacao. Primeiro, a mantissa e o expoente
tém seus locais invertidos.

3.4.1 Polarizagao

A idéia é inventar um valor fixo e soma-lo a todos os expoentes, transformando
um namero de 4 bits mais sinal em um nimero de 5 bits. Neste caso (16 bits)
o valor de polarizacao é 15 e agora passa-se de —15..15 a 0..31. Isto é possivel
porque usando o sinal, tinham-se duas representagoes para o zero (+0e —0) e
isto é desnecessario. Agora o niimero é visto como

v=(=1)°(0.f)2 e°7
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3.4.2 Desprezo de d;

Nao se armazena o d; que como se viu vale sempre 1. Agora a mantissa
representada passa a ter os digitos ds, ds, ...d;11 e a posicao normalizada do
ponto passa a ser a direita de d; = 1 ou seja

v = (=1)(L.f); 2717

3.4.3 flexibilizacdo da normalizacao na mantissa

O explicado acima tenderia a levantar o valor da menor representacao possi-
vel. Para evitar isso, quando e = 00000 a normalizacdo do d; = 1 é elimi-
nada. Agora o menor valor possivel ¢ 0.00000.0000000001 que ¢ igual a
0.0000000596046448. O padrao ficou assim:

s | e (hd) f (10d)

1 12.6 7..16

O numero aqui armazenado obedece a algumas regras:

se 0 < e <3l entdo v =(—1)* 271 (1.f),
see=0ce f#0entaov=(-1)° 271(0.f)
se e =0 e f = 0 entdo este niimero ¢ zero
se e = 31 = 2° — 1 entdo v pertence a regiao de overflow.

3.4.4 Outros formatos

Esta especificacao foi levada a outros formatos, a saber
A B C D
formato exp exrprp | mant
binaryl6 | 5 dig | 31 10d
binary32 | 8 dig | 255 23d
binary64 | 11 dig | 2047 | 52 d
binary128 | 15 dig | 32767 | 112 d

Exemplo Ache os valores negativos (por complemento a 2) das variaveis

1101101210112 00101
1110101201112 10100

Sao eles: -9371 e -5388
Agora, ache os flutuantes, com 7 casas decimais, de

1001 0001000010
01 1 010
00 1 001

0

1
1

11 0 101
.0000000, 2226.0000000 e -0.1177978

o oR
o r K
B e
o oo
r o okR

0
1
1

o R
o oo
o R o

As respostas sao -17.031250

=)

, 741

Exemplos em Octave

O Octave possui algumas func¢oes nativas relacionadas a representacao interna
de nimeros (que lembrando sao efetuadas em modo 64 bits)

>> format long
>> realmax
ans = 1.797693134862316e+308
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>> realmin

ans = 2.225073858507201e-308
>> eps
ans = 2.220446049250313e-16

Vale a lembranca de que ntimeros guardados em computadores possuem
uma caracteristica interessante: o intervalo de registro ¢é fixo em nimeros in-
teiros (daf a sua caracteristica de contabilidade) e possuem intervalos propor-
cionais a magnitude do nimero representando em representacoes flutuantes.
Por exemplo, a diferenca entre 0.7 e 0.8 é de 0.1. J4 a diferenca entre 0.7 x 10*
e 0.8 x 10* é de 0.1 x 10* que vem a ser de 1000 vezes a unidade. Como se
diz em [Jusl8], nimeros nao estio igualmente espagados no eixo real. Nime-
r0s pequenos estao bem prorimos, enquanto numeros com expoentes grandes
estio bem distantes (pdg. 22). Tenha isto em mente quando operar com estes
numeros.
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Capitulo

Erros

Tomamos decisoes com base em dados levantados no mundo real. Uma carac-
teristica que estes dados sempre tem é a sua incerteza. Ainda que a perfeicao
seja uma meta louvével, ela raramente é atingida (se é que alguma vez o foi).
Este capitulo aborda os temas relacionados a identificacao, quantificagao e
minimizagao de erros.

Comeca-se definindo acuracia e precisao. A acuracia informa quao préximo
do valor real esta o valor calculado ou medido. A precisao informa quao pré-
ximos os valores calculados ou medidos estao uns dos outros. Uma ilustracao
grafica pode ser feita com uma analogia com a pratica de tiro ao alvo. Os
buracos de bala em cada alvo representam as previsoes de uma técnica nu-
mérica. A mosca no centro representa a verdade. A inacurdcia (ou viés) é
definida como um desvio sisteméatico da verdade. (A figura a seguir é extraida
de [Chal3)).

Aumento da acurdcia

(b)

Aumento da preciso

(c) (d)

Assim, tanto as figuras (a) como (c) estao centradas no quadrante esquerdo
superior. Os dois casos sdo igualmente inacurados. As imprecisdes (ou incer-
tezas) referem-se & intensidade do espalhamento. Portanto as figuras (b) e
(d) sdo igualmente exatas, ja que centradas na mosca, mas (d) é mais precisa
porque os tiros estdo mais agrupados. A maneira de lidar com estes erros é
considerar a posigao do centro da distribuigdo de dados (medida do viés) e o
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grau de dispersao dos dados (precisdo).

Aqui o erro representa tanto a inacurdcia quanto a imprecisao. Os erros
numéricos sao causados pelo uso de aproximagoes para representar operagoes
e quantidades exatas. Pode-se formular como

valor verdadeiro = aproximacao + erro
Ou
erro = valor verdadeiro - aprorimacao

Um defeito desta formulagao é que ela nao leva em consideragao a ordem de
grandeza do que esta sendo calculado ou medido. Por exemplo, um erro de
um metro pode ser irrelevante em uma distancia de centenas de quilémetros,
mas certamente serd inaceitavel na largura de uma ponte. Corrige-se isto
normalizando o erro com o valor verdadeiro e fica

erro relativo = (valor verdadeiro - aprozimacao) / valor verdadeiro

Uma dificuldade é que no mundo real dificilmente o valor real é conhecido.
Aliés, se o for, toda esta discussao perde o sentido. Entao, em lugar do valor
verdadeiro, usa-se a melhor aproximacao disponivel.

Por exemplo, muitas técnicas numéricas usam uma abordagem iterativa
para calcular a resposta. Ou seja a aproximacgao atual é feita com base em
uma estimativa prévia. O processo é repetido para obter aproximacoes cada
vez melhores (é o que se espera) e o erro aqui é estimado como a diferenga entre
as aproximagoes prévia e atual. Este procedimento é bastante semelhante ao
conceito de limite na analise matemaética.

O sinal do erro pode ser tanto positivo quanto negativo. Entao o critério
de parada pode ser |erro — obtido| < erro — admitido usando-se a magnitude
para cancelar o sinal do erro.

4.1 Exemplo de e*

Acompanhe um exemplo: Na matemadtica algumas fun¢oes podem ser repre-
sentadas por séries infinitas. Neste caso tem-se a série de Maclaurin para e,
que é

. r? "
=1+t
2 3 n!
e quantos mais termos sao adicionados a série, mais préxima a soma fica do
valor verdadeiro de e”. Comegando com a versao mais simples de e* = 1

soma-se um termo de cada vez para obter ¢”°. Depois disso, calcula-se o erro
observando-se que o valor verdadeiro é %% = 1.648721... Deve-se prosseguir
até que o erro aproximado ¢, esteja dentro do critério especificado que é &,
que garanta trés algarismos significativos.
Primeiro, deve-se calcular o critério de erro de 3 algarismos significativos
que é
gs = (0.5 x 10°°*)% = 0.05%

Portanto, deve-se adicionar termos a série até que o erro caia abaixo deste
nivel.

O primeiro valor (1 termo) é e’® = 1. Como o erro considera 2 calculos,
precisa-se obter o segundo e e’® =14 0.5 = 1.5 e o erro aproximado é

1.5 -1
1.5

0.5

x 100% = 33.3%

Eaq =
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Neste caso em particular, como se conhece o valor verdadeiro, o erro real
€, também pode ser calculado e ele é

1.648721 — 1.5
1.648721

Er = ‘ ‘ x 100% = 9.02%

Como ¢, nao é menor do que ¢, deve-se prosseguir adicionando o novo
termo 2%/2! e repetindo os novos calculos de erro até que |g,] < g,. O resul-
tado obtido pode ser sistematizado em

termos resultado (%) ea(%)
1 1 39.3

2 1.5 9.02 33.3
3 1.625 1.44 7.69

4 1.645833333 0.175 1.27
5) 1.648437500 0.0172  0.158
6 1.648697917 0.00142 0.0158

Depois que 6 termos sao incluidos o erro aproximado cai abaixo de ¢, =
0.05% e os célculos podem ser encerrados. Pode-se observar que em vez dos
3 algarismos corretos, eles o sao até o quinto. Isto porque as equacoes sao
conservadoras — garantem que o resultado obtido é no minimo tao satisfatorio
quanto se especifica.

A implementagao computacional deste tipo de calculo geralmente envolve
um laco (loop) que se encerra por uma condicao légica. Acompanhe este
calculo de e® usando uma fun¢ao Python

# funcdo e’x
import math
def eex(x):
sol_ant=x**0/math.factorial(0)
sol_atu=sol_ant+x**1/math.factorial(1l)
iteracao=2
epsilon=0.00005
while abs((sol_atu-sol_ant)/sol_atu)>epsilon:
sol _ant=sol_atu
sol_atu=sol_atu+(x**iteracao)/math.factorial(iteracao)
iteracao=iteracao+1
print('nimero de iteracoes',iteracao)
return sol_ atu
print('a resposta e = 'eex(0.5))
>>>
numero de iteracoes 7
a resposta e = 1.6487196180555554

4.2 Truncamento e Arredondamento

A diferenca conceitual entre estes dois tipos de erro é facil perceber: Suponha
que um determinado valor teve seu resultado calculado como 0.0002 e precisa
ser guardado com uma mantissa de comprimento 3 ou 0.000[2. Aqui o erro
de truncamento é de 0.0002 ja que o valor serd armazenado como 0.000. Nao
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hé erro de arredondamento. Se houvesse arredondamento ele seria para baixo
resultando 0.000 também. Este erro — de arredondamento —, apareceria se
o célculo tivesse dado 0.000|8, por exemplo. Neste caso, antes de truncar o
nimero ele seria arredondado para cima (ja que 0.8 é maior que a metade: 0.5)
e ficaria 0.001 cometendo-se o erro de arrendondamento de 0.0002, pois 0.001
- 0.0008 = 0.0002. Estes erros surgem porque os computadores nao podem
representar certas quantidades de forma exata na solucao de problemas. O
ponto chave é que nao importa quantos bits se utilizem para representar um
nimero, este nimero sempre é fixo. Ora, por defini¢ao o intervalo (—o0..00)
possui infinitos nimeros. Daqui surge a questao: muitos desses niimeros terao
que ser arredondados para serem representados. A questdo é que projetistas
e cientistas bolaram estratégias para minimizar este erro, mas ele sempre esta
14.
Veja-se a propoésito um exemplo em Python

# pequeno

def peqg():
s=0
for i in range(10000):
s=s+0.0001

return s
print (peq())

Sua execugao, que por consideragoes de ordem aritmética deveria dar 1, da
0.9999999999999062

Outra origem deste erro é quando ocorre a conversao de um nimero de
uma base para outra, e numa delas, o nimero é uma dizima periddica.

Um exemplo trivial: Seja operar com 0.1(;9) em bindrio. Precisamos entao
converter 0.1(;0) —7(2). Para fazer isso, recordemos a regra: A parte inteira
¢é convertida a parte. Depois toma-se a parte fracionaria e multiplica-se su-
cessivamente por 2. A cada etapa a parte inteira do resultado (1 ou 0) é
agregada depois do ponto e o processo reinicia apenas com a parte fracionaria
do resultado ATE que a parte fraciondria seja zero.

No exemplo 0.1(,0) sua parte inteira ¢ 0. A conversao de 01y para binario é
O2). Entao a parte inteira ¢ 0 e vamos para a parte fraciondria: 0.1 x2=02e
o 0 da parte inteira do resultado vai para o nosso resultado: 00. Continuando
com o resultado 0.2 x 2 = 0.4 e este zero vai para o resultado: 0.00. Conti-
nuando com o resultado: 0.4 x 2 = 0.8. Fica 0.000. Agora 0.8 x 2 =1.6¢e 0
resultado agora é: 0.0001 e continua: 0.6 x2 = 1.2 O resultado agora é 0.00011
e continua-se: 0.2 x 2 = 0.4. O novo resultado é 0.000110. Podemos continuar
até a eternidade e o resultado serd algo como 0.00011001100110011001100...
Como este nimero tem comprimento infinito, ele terd que ser truncado (in-
terrompido) em algum momento, ja que a parte fraciondria da multiplicagao
nunca sera zero.

Outra fonte de erro é como o computador opera com flutuantes. Numa
soma, por exemplo, a primeira coisa a fazer é alinhar os pontos decimais.
Alids, humanos também fazem isso. Por exemplo, para somar 18000 com
0.00067, antes precisamos alinhar os pontos:

18000.0
0.00067

©75-22, Pedro Kantek 28 versdo de 28 de janeiro de 2022



18000.00067

Em termos flutuantes a coisa fica 0.18 x 10° e 0.67 x 10~3. Mas, para poder
somar os nimeros os expoentes tém que ser igualados: ou 0.0000000067 x 10°
e dai

0.18
0.0000000067

0.1800000067

O problema ocorre quando ao expandir o menor niimero sua parte significativa
caia apos o tamanho da mantissa. Num exemplo hipotético se o computador
usa-se apenas 4 digitos de mantissa, o operando seria truncado e o resultado
da soma seria apenas 0.180000 e com isto a segunda parcela sumiria...

4.3 Propagacao de erros

Se se fazem cdlculos com niimeros nao exatos, entdo o resultado do calculo
deve ter seus erros também. A questao agora é como o erro de cada nimero
individual se propaga para o resultado obtido ? (baseado em [Kaw17]).

Veja-se um exemplo: Qual o erro na adicao de dois nimeros 7 Suponha
calcular X +Y se X =1.5+0.05e Y =3.44+0.04.

Olhando os niimeros percebe-se que o valor maximo de cada um é X = 1.55
eY = 3.44. Daqui X +Y = 1.55 4+ 3.44 = 4.99 que ¢ o valor maximo para
X +Y. Ja os valores minimos de X e Y sao X = 145 e Y = 3.36, daqui
X +Y =145+ 3.36 = 4.81. Portanto 4.81 < X +Y <4.99.

Pode-se encontrar intervalos similares para as operacoes X —Y, X xY e
X /Y. A questao agora é como encontrar erros propagados quando ha fungoes
envolvidas. Se f(x1, s, ...x,) 0 valor maximo do erro em f é

of of of
A
pr R Dz,

Af =~

+...+‘

Acompanhe o exemplo: A deformacao em uma sessao cruzada quadrada de
um determinado material é dada por

F
h?.E

onde F' =forca axial sobre o material em N, h =comprimento da sessdo em
m e £ = modulo de Young em Pa. Dados

F=72+09N

h=44+0.1mm

E=70+15GPa

Ache o erro maximo na medida da deformacao.

ce=

Solucao:

B 72

(4 x 1073)2(70 x 109)
= 64.286 x 107°
— 64.286

Aen ’—AF‘ ‘—Ah’ ‘—AE'
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8 oe _ F
B
F
Ae=|—AF|+ |2 Ahl + AE
€= ‘h2E ’ ‘h3E ‘ ’h2E2 ‘
= ! X 0.9] + el x 0.0001
C (4 x 1073)2(70 x 109) © '

(4 x 1073)2(70 x 10?)
72

(4 x 1073)2(70 x 107)2

=8.0357 x 107" + 3.2143 x 1076 + 1.3776 x 1076

= 5.3955 x 107

= 5.3955u

€= (64.286u £ 5.39551) implicando que a deformacdo axial € estd entre

58.8905u e 69.6815u. Em [Kawl7], capitulo 01.06, hd um exemplo interes-

sante do que ocorre quando dois ntimeros muito préximos sao subtraidos, e
COMO Um erro enorme aparece aqui.

+’ x 1.5 x 10°

4.4 QOutros erros

Além dos erros intrinsicos a computacao acima estudados, hé outros a espreita:

Enganos Estes erros costumam ser subestimados, mas eles sempre estao por
al: trata-se do erro grosseiro, aquele que deixa seus autores com as orelhas
vermelhas de vergonha. Usando computadores, ha 50 anos, eles podiam
ser atribuidos a maquina. Nos dias de hoje, é muito mais provavel que
sejam de autoria humana. Sé é possivel evita-los com conferéncias e uma
profunda desconfianga do resultado (de qualquer resultado).

Formulacao Erros atribuidos a modelos matematicos invalidos ou incomple-
tos. Um exemplo, é o uso das férmulas de Newton sem atentar para
os efeitos relativisticos envolvidos. As vezes, a simplificacio excessiva
responde por este tipo de erro. Novamente, eles s6 sao percebidos e
corrigidos com verificagoes e contra-provas extensivas.

Incerteza nos dados Qualquer medida, seja com qual instrumento for, esta
sujeita a erros de medida. Nao importa quao bem feita seja a medida.
Os instrumentos de medida sao inadequados (Qual a medida da costa
brasileira 7 Depende do tamanho da régua...). Para lutar contra estes
erros, uma saida é a multipla avalia¢do, usando instrumentos (e pessoas)
diferentes. Outra é o tratamento estatistico prévio ou posterior dos dados.

Conspiracao do universo Vale citar a lei de Murphy: Se alguma coisa pode
dar errado, dard.

A propodsito, nao tem a ver com calculo numérico, mas sim com a oni-
presenca do erro: quando um sistema tem um custo de erro inaceitavel
(em vidas ou mesmo em dinheiro), a ciéncia da computagao tem técnicas
para lidar: esta-se falando de "sistemas tolerantes a falha”. Na industria
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de software equivale a desenvolver o mesmo pacote por 2 equipes dife-
rentes em plataformas (linguagem, computador, sistema operacional, ...)
diferentes. Sao exemplos: as naves recuperaveis, avioes, ...
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Capitulo

Ambientes de computacao

Introdugido a métodos numeéricos

Um cientista do século XXI precisa dominar e usar uma grande quantidade
de modelos matematicos para propor e resolver iniimeros problemas. Muitas
vezes estes problemas derivam de principios da ciéncia ou da engenharia, mas
muitas vezes eles sao obtidos como dados experimentais. Modelos matematicas
incluem mas nao estao limitados a:

1. equagdes nao lineares
sistemas de equagoes lineares (possivelmente grandes)
ajuste de curvas por interpolagdo ou regressao
diferenciacao e célculo de otimizacao via maximos e minimos
integracao

6. equacoes diferenciais
Nessa altura da vida (possivelmente dentro de um curso de ciéncias ou de
engenharia) vocé deve estar se perguntando porque reaprender essas coisas
que ja foram exaustivamente vistas e resolvidas em cursos de calculo e de
algebra linear. A razao surge de algumas consideragoes: Uma, é que a énfase
14 era a solucao simbdlica ou algébrica enquanto agora a énfase é numérica.
Se 14 a solugao era exata, aqui é aproximada, até porque sempre prenhe de
erros. Mais ainda, tais caracteristicas praticamente exigiam ntimeros redondos
(e pequenos). Tudo o que um problema real ndo tem. Por exemplo, vocé
consegue reconhecer em

A

12670420.8827 4 56369z — 1908765.33

uma simples equacao do segundo grau 7

Este fatos nos levam a segunda questdao. Em pleno século XXI que se ca-
racteriza por abundantes solugoes de hardware (computadores) e de software
(linguagens, pacotes, sites,...) obviamente tais solugbes numéricas sdo obti-
das e geradas por manipulagoes automatizadas (i. ¢é informatizadas). Nesse
sentido este estudo passa por aprender e apreender as técnicas inseridas em
ambientes computacionais amigaveis e eficazes.

5.1 Como evoluiu este estudo

Nos anos 60 do século passado, as universidades buscavam se servir da nascente
computacao: um caso real, aqui na nossa UFPR, quando eu fiz esta disciplina
no longinquo ano de 1975. Em meados dos anos 60, criou-se o NC=Ncleo de
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Computacao, o qual apos longas tratativas foi equipado com um IBM 1130,
uma pujante CPU com a capacidade de memoria de 8K.

Nos anos 70 era essa maquina que era usada pelos alunos de métodos nu-
méricos. Ela era programada em Fortran. Muita coisa mudou de 14 para
ca. Hoje um celular dos baratos tem memoria de 8GB ou cerca de 1.000.000
vezes mais. O FORTRAN perdeu a primazia e dezenas de ambientes mais
adequados estao disponiveis.

O uso de computadores pessoais ¢ mandatorio em nossos dias para qualquer
profissional. A questao é qual ambiente escolher para a nossa disciplina.

5.2 FORTRAN

O tnico beneficio desta linguagem é a sua antiguidade. Isto implica em muita
literatura (Tércio Pacitti e Leonidas Barroso et alli, entre outros) e mesmo
pacotes de software. Mas, é um ambiente com cheiro de mofo, embora tenha
sido evoluido ao longo do tempo.

Fortran é uma linguagem muito antiga, originalmente sugerida pela IBM
na década de 50. Seu texto se assemelha a uma descricdo matematica e de
fato, FORTRAN significa FORmula TRANslation. E, ou pelo menos era,
uma linguagem franciscana de tao pobre em recursos. Foi a tnica linguagem
ensinada em escolas de engenharia até a década de 80. O primeiro compilador
de FORTRAN foi desenvolvido para o IBM 704 em 1954-57 por uma equipe
da IBM chefiada por John W. Backus.

A inclusdo de um tipo de dados de nimero complexo na linguagem tornou
a linguagem Fortran particularmente apta para a computagao cientifica.

As principais revisoes sao a Fortran 66, 77, 90 e 95. A mais famosa e usada
¢ a Fortran 90. Sua principal vantagem ¢é a eficiéncia em calculo numérico

pesado.

A seguir, um exemplo de FORTRAN note-se que ja é um Fortran revisto
(e moderno): basta olhar o formato do comando IF (antes era muito mais
idiossincratico e obscuro).

C 1 2 3 4 5 6
C2345678901234567890123456789012345678901234567890123456789012345
PROGRAM BASKHARA

c
REAL A,B,C, DELTA, X1,X2, RE, IM

C
PRINT *, "Este programa resolve uma equagdo de 2o0.grau"
PRINT *, "do tipo: a*x**2 + b*x + c = 0"

C

PRINT 10, "Digite a,b,c: "
10 FORMAT (A, 1X,$)
20 READ(*,*,ERR=20) A,B,C

DELTA=B*B-4.*A*C

IF (DELTA.GT.0) THEN ! (DUAS RAIZES REAIS)
X1=(-B-SQRT(DELTA) )/ (2.*A)
X2=(-B+SQRT(DELTA) )/ (2. *A)

PRINT *, "RAIZES: X1=",X1
PRINT *, " X2=",X2

ELSE IF (DELTA.EQ.0) THEN ! (DUAS RAIZES REAIS IGUAIS)

X1=-B/(2.*A)

X2=X1
PRINT *, "RAIZES: X1=X2=",X1
ELSE ! (DUAS RAIZES COMPLEXAS)
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RE=-B/(2.*A)
IM=SQRT(-DELTA)/(2.*A)

PRINT *, "RAIZES COMPLEXAS: X1=",RE," -",6IM,"i"
PRINT *, " X2=" RE," +" IM,"i"
ENDIF
C
END
Os problemas do Fortran:
« os comandos tém colunas especificas para comecgar e terminar
« as entradas e saidas dependem de obscuros comandos format imediata-
mente antes
 0s comandos precisam (ou nao) serem numerados
e o comando 7 f no comego era expressao, desvio para negativo, desvio para
zero e desvio para positivo. Felizmente esse pesadelo foi modificado.
e 0 tipo da variavel era determinada pela primeira letra do nome. Aqui a
origem de indices com nome .

Possui a vantagem de ter sido usado na disciplina de programacao aqui na
UFPR. Nesse sentido, continuar seu uso poderia ser encarado como uma
sequéncia na disciplina de programagao. Mas, como se vera a seguir, exis-
tem ambientes com intimeras toolboz (em programagao, chama-se toolbox a
uma colecdo de médulos prontos, capazes de resolver problemas padrdo. E
uma biblioteca de programas prontos, bastando conhecé-los, escolhé-los e usa-
los) confidveis e abrangentes. Além do que C++ pela sua proximidade com
a maquina exige o conhecimento de inimeros detalhes e idiossincrasias. Mas,
se alguém quiser encarar o desafio, vale o mesmo ambiente da disciplina de
programacao: o ambiente CODEBLOCKS.

C++ é uma extensdo da linguagem C, corrigindo algumas de suas defi-
ciéncias originais (como por exemplo, a incapacidade de C de generalizar o
tipo de dado em uma estrutura particular), além de incluir a manipulagao de
objetos e a simplificacdo de algumas tarefas (como entrada/saida padrao, por
exemplo). Mas, C++ se saiu muito bem por herdar uma compatibilidade com
o legado. (Um programa fonte C ja é um programa fonte C++).

A seguir, o mesmo programa feito em C e em C++. Compare e tire suas
conclusoes

#include<stdio.h>
int main(){

long p,q,r;

while (scanf("%$1ld %14d", &p, &g) != EOF) {
if(g>p) r=g-p;
else r=p—qg.

printf("%$1d\n",r);

}

Agora a mesma coisa em C++
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#include<iostream>
void main()
long long a,b,c;
while (cin>>a>>b)
if (b>a)
c=b-a;
else
c=a-b.
cout<<c<<endl;

5.4 Python

De toda a lista a seguir, Python é o ambiente mais novo. Isto traz a vantagem
dele ter sido projetado ja com certa abundéancia de recursos (meméria e pro-
cessador) com a consequente contrapartida de facilidade de uso. A premissa
de Python era e é ser aprendido com facilidade. Hoje é usado por mais de
70% das universidades do mundo. E freeware e possui filosofia de criagao de
pacotes: ha mais de 120.000 deles. Vamos estudar e usar 3 muito importantes:

NUMPY: E o pacote numérico (cientifico). Usado primordialmente para cons-
truir matrizes, mas também disponibiliza inimeras ferramentas da algebra
linear, entre inimeras outras coisas.

SYMPY: Pacote simbdlico, vale dizer: algébrico. Permite definir fungoes e
mandar o pacote achar integrais, derivadas, limites, pontos extremos, entre
milhares de outras coisas.

MATPLOTLIB: Desenhador de graficos. Simplifica a tarefa de desenhar gra-
ficos, o que como veremos, é muito 1til para estudar comportamento de feno-
menos. A facilidade de uso é o ponto chave aqui.

Para a instalacao do Python, a versao mais nova deve ser buscada em www.python.org.
Depois de instalada a linguagem é conviente instalar os 3 pacotes acima (co-
mando PIP INSTALL xxx, onde xxx é o nome do pacote) emitido no diretério
SCRIPTS da instalagdo da linguagem. Algumas versoes de Python (como por
exemplo WINPYTHON) ja tem tudo isso instalado e ainda pode ser baixado

e usado em um pendrive.

5.4.1 Winpython

Esta implementacao aparece aqui por algumas razoes, sendo a principal a
portabilidade do ambiente de desenvolvimento:

e Permite usar Python em maquinas nas quais vocé nao é o administrador,
coisa que o Python padrao exige para ser instalado.

o Como consequéncia, este Python é portavel, e pode ser carregado em um
pendrive ou similar, ainda que haja alguma demora no processo de carga:
o winpython é enorme.

o Winpython é um ambiente cientifico, pelo que ja vem com SciPi e Numpy
devidamente instalados, além de eventualmente outros pacotes importan-
tes.
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5.4.2 Ipython

E um python interativo, no qual fica mais evidente o didlogo entre usuério e
Python. Na sua versdo original (Python) é uma linguagem de programagao
que conta com um enfoque interativo também. No Ipython, ao contrario, é
um ambiente interativo, que por acaso também da acesso a uma linguagem de
programagcao. Muitas vezes associado ao Jupyter, que é um ambiente intera-
tivo construido originalmente para as linguagens JUlia, PYThon E (and) R.
Posteriormente o ambiente foi migrado para muitas outras linguagens e hoje o
menu é bem extenso. O ambiente é bom pois permite desenvolver notebooks
que sao arquivos simulando um caderno de notas mesclando texto, figuras e
codigo.

Ele aparece aqui nesta lista pois ¢ a versao disponibilizada nos laboratorios
do curso de engenharia elétrica da UFPR.

Neste ambiente, eis o caminho das pedras:

1. Usar seu login para entrar no sistema.
2. Na tela de atividades, digitar IP e aguardar. Escolher Ipython.

3. Carregar também o editor GEDIT. Manter ambos abertos. (Ipython e
GEDIT)

4. Escrever o co6digo python no GEDIT e salvar o programa e sua execucao
no diretorio /eletrica, com o nome de aa.py

5. Dentro do Ipython executar $run aa.py

6. Para corrigir, edite no GEDIT, salve e reexecute dentro do Ipython.

5.4.3 Python na WEB

Uma alternativa disponivel a quem tenha acesso a web e ndo pretenda (ou nao
possa) instalar nada em sua maquina é usar um ambiente python disponivel na
web. Ha varios, mas um funcional ¢ https: //www.pythonanywhere. comn.
Aqui vocé precisa criar um login e depois disso passa a acessar um ambiente
python completo. Ja estao instalados nele varios pacotes importantes (teste:
numpy, sympy, matplotlib, django). Este ambiente é perfeito para uma con-
sulta rapida.

9.5

-

O criador do ambiente simbdlico na computagdo numérica. E um conjunto
de 5 coisas: um processador numérico, simbolico, um editor de textos ma-
tematicos, uma linguagem de programacao e um gerador de graficos. Muito
poderoso e facil de usar, mas com um grave inconveniente: nao € livre e seu
preco é bem salgado. Uma licenca estudantil por 1 ano custa cerca de 300
reais. Uma licenca plena custa cerca de 1000 ddlares. Ainda que o preco nao
fosse uma dificuldade e tanto, ha o fato de que os problemas prosseguem no
uso profissional apds o curso, ja que as empresas também nao podem fazer
contrafacao.

Lpirataria

origem c:/p/python/calcnum.tex 37 criado em 23/12/21



5.6 MATLAB

Conhecido como Laboratorio de Matrizes, também é um produto comprado
(e também caro). A versao estudantil sai por preco similar ao MAPLE e
a mesma dificuldade no uso apds o curso prossegue. A vantagem aqui é que
MATLAB é usado por inimeras escolas de engenharia em todo o mundo. Além
disso ha farta bibliografia (o livro do Chapra) e mesmo inimeros programas
disponibilizados nesta plataforma.

5.7 OCTAVE

Alternativa freeware (portanto gratuita e livre) do MATLAB. N&o tem toda
a colegdo de bibliotecas (outros dos diferenciais de Matlab, por exemplo é
famosa a biblioteca de redes neurais do ML) mas para o nosso propésito é
completamente funcional. Pode ser baixado em
https://www.gnu.org/software/octave/download bastando seguir
as instrugoes. O Matlab e o Octave tem a facilidade da computagao simbdlica.
No caso do Octave ela é dependente de Python e de Sympy. Entao, é melhor
seguir pelo original...

5.7.1 Freelab

Outra alternativa ao MATLAB, também livre e gratuita. No entanto parece
que os esforcos de desenvolvimento deste ambiente tém diminuido ao longo do
tempo. Parece mais adequado usar o Octave que esta indo de vento em popa.

5.8 APL

Esta é uma familia especial de linguagens. Lancada originalmente em 1966
sempre esteve (e ainda estd) além do seu tempo. Seu diferencial é fazer
muito com pouco codigo. Existem versoes gratuitas como o APLX disponivel
em https://www.dyalog.com/aplx.htm, além do NAPL disponivel em
http://www.nars2000.o0rg/ Ja a versao DIALOG, que é uma das mais
completas e robustas, pode ser usada em modalidade nao comercial, sem ne-
nhum pagamento, bastando baixar a versao diretamente no site do fabricante
em https://www.dyalog.com.

O APL nasceu do trabalho de um professor de matematica canadense de
nome Keneth Iverson. Sua proposta original era a de produzir uma nova
notacao matematica, menos sujeita as ambiguidades da notacao convencional.

Na década de 60, trabalhando na IBM em conjunto com Adin Falcoff,
ambos produziram a primeira versao de APL, quando um interpretador da
linguagem ficou disponivel.

A principal caracteristica de APL é o uso de um conjunto especial de carac-
teres que incluem algumas letras gregas (rho, iota...), simbolos matematicos
convencionais (o sinal de vezes, o de dividido...) e alguns simbolos especi-
almente inventados. Eis uma possivel distribuicao de tais simbolos em um

teclado ABNT
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Este fato sempre limitou a disseminacao da linguagem. Até o advento
das interfaces graficas, como o windows, por exemplo, exigia-se um hardware
especial para poder programar em APL.

Programas em APL em geral sempre sdo muito pequenos, embora podero-
sos. A linguagem estd preparada para tratar arranjos de grandes dimensoes.
Por exemplo, quando em APL se escreve A+B, se A e B forem escalares (isto
¢ um numero Gnico), a resposta também o serd. Se A e B sdo vetores de 100
numeros, a resposta também o sera. Idem para matrizes e até arrays-nd. Em
algumas versoes de APL este n chega a 256 dimensoes. Alias, o Python copiou
as ufuncs e as broadcasting daqui.

Este é um comando EDIT (troca algo, de... para...)

vedit[O]V

[0] r<depara edit x
[1] r<,x
[2] r[ (r=1tdepara)/1prl<lidepara
[3] r<(px)pr
v 2018-06-24 10.03.49 (GMT-4)

x<3 3p?9p4
X
21 3
133
2 2 2
2 99 edit x
99 1 3
1 3 3
99 99 99
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5.9 Em resumo

A sugestao é Python com sua familia (NUMPY, SYMPY e MATPLOTLIB
entre outros). Eis as vantagens

e uso no mainline da comunidade (a primeira no tiobe de dez/21: era a
terceira em dez/20), deixando para tras java, C, C++ ...

o freeware

 linguagem de programacao completa: a principal ferramenta de aprendi-
zagem de maquina do Google estd feita em Python (o tensorflow)

o facil de aprender e usar
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Capitulo

Python

A pergunta: Porque Python 7

« E uma linguagem moderna (nasceu em 1990) e herdou tudo de bom
que as demais linguagens ja tinham nessa época. Uma coisa que ela
nao herdou foi a preocupacao exigente de desempenho: Em 90, ja havia
computacao abundante. Com isso a linguagem é redonda e nao impoe
trancos e barrancos para funcionar.

o Multiplataforma: Unix, Windows, Apple, celular android, raspberry e
outros ambientes menos famosos rodam exatamente o mesmo programa.

o Freeware: pode copiar, baixar, instalar, vender, ceder... pode fazer qual-
quer coisa sem infringir a lei e sem dever explica¢oes a ninguém.

e Uso no mainstream: Olhem o que diz o Philip Guo, um blogueiro da
CACM 7oito dos top-10 Departamentos de Ciéncia da Computagao e
27 dos top-39 Departamentos de Ciéncia da Computacao das principais
universidades nos EUA usam Python nos cursos introdutérios de CSO0 e
CS1” (CS0 e CS1 sao os cursos introdutoérios de Computer Science 14). As
39 universidades pesquisadas por ele incluem: MIT, Berkeley, Stanford,
Un. Columbia, UCLA, UIUC, Cornell, Caltech, Un. Michigan, Carnegie
Mellon, entre outras

« Muito Usada: o indice TIOBE [ lista o Python como a quinta linguagem
mais usada no mundo em 2017. . Em junho de 2018, Python ja ¢ a
quarta linguagem mais usada. Perde apenas para java, c e c++. E, corre
por fora... Em dezembro de 21 é a linguagem mais usada de todas. A
campea.

» Pacotes, pacotes, pacotes. A comunidade Python mantém o PYPI (Python
Package Index) que é um repositorio freeware com pacotes de programa-
¢ao: hoje ele tem mais de 110.000 pacotes. S6 para ter uma idéia, um
pacote destes, o NUMPY (numerical computation in Python) tem um
manual de referéncia de mais de 1500 paginas.

1Em compensacio, quando se organiza uma maratona de programacéo, para um determinado problema,
impde-se 1 segundo de CPU quando ele é resolvido em C++ e pelo menos 10 (10 vezes mais) para quando
ele é resolvido usando Python

2https://cacm.acm.org/  blogs/blog-cacm/176450 -pyhon-is-now-the -most-popular-introductory-
teaching-language-at- top-u-s-universities/ fulltext, acessado em agosto/2017

3www.tiobe.com, acessado em agosto/17e em dezembro de 21
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o Inteligéncia Artificial: Quando o Google resolveu aposentar o DistBelief
e criar uma nova ferramenta de Machine Learning, escolheu a linguagem
Python para desenvolvé-la: nasceu o Tensor Flow, que esta por tras de
inimeras iniciativas google: traducao, classificacao de imagens, elabora-
cao de perfis etc. B Logo na entrada do produto o aviso: pode usar em
Java, C++ ou Go. Mas, se quiser usar a funcionalidade completa do
produto, use-o em Python, que ele esta feito nessa linguagem.

o Facil: parece portugol, ou va la: inglésgol. Nao tem caracteres sobrando:
sem ponto e virgula, sem chaves nem colchetes. O que se escreve, ele
executa e raramente da erro.

6.1 Instalacao e alo mundo

Python é freeware, nao custa nada, vocé pode copiar e usar para o que desejar,
sem pedir licenga a ninguém, e pode inclusive cobrar pelo software que vocé
desenvolver usando Python. A particula free em freeware significa liberdade
para fazer o que vocé quiser sem nenhum tipo de restricdo e nao gratuidade,
como alguns pensam.

Existem versoes de Python para quase todos os sistemas operacionais co-
nhecidos, eis alguns: AIX (da IBM), AROS (Amiga), AS/400, HPUnix, Linux,
MacOS, MS-DOS, 0S/2, PalmOS, Playstation, Solaris, VMS, Windows (32 e
64), WindowsCE, entre outros.

Esta multiplicidade de versoes acrescenta uma qualidade imensa aos pro-
gramas Python: desde que eles ndo usem nenhum recurso especifico de uma
dessas arquiteturas, serdo 100% (ou quase isso) portaveis podendo rodar o
mesmo programa em todas essas plataformas.

6.2 Alo Mundo

Tradicionalmente o primeiro programa que um novato deve construir em qual-
quer novo ambiente é chamado Alo Mundo. Sua funcao é apenas mostrar
esta mensagem e sua execugao com sucesso sinaliza que o processo de criar
um programa fonte, salva-lo, compila-lo e depois executa-lo foi bem sucedido.
Vamos a isso, entao:

1. na tela do Python, escolha File

2. no menu que vai aparecer, escolna New File e lembre que estes dois
passos podem ser comandados apertando Ctrl N

3. Vai-se abrir uma nova tela em branco, muito parecida com a tela do
Python. Parece Python, mas nao é Python e sim o bloco de notas do
Python

4. Na tela do bloco de notas do Python escreva o seguinte

print("alo mundo")

4www.tensorflow.org

5Uma maneira enviezada de identificar qual tela é qual é esta: o bloco de notas do python tem o comando
Run enquanto a tela do Python nao tem este comando.
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5. Agora vocé vai comandar a compilagao (interpretagao) e execucao desse
script (tecnicamente isto ndo é um programa e sim um script: é uma
diferenga seméntica meio irrelevante, mas serd estudada depois). Quem
faz isto é a tecla F5. Ou também o comando Run, ja destacado.

6. O Python antes de qualquer coisa vai pedir para vocé um nome sob o
qual o programa (ou script) vai ser salvo. Esta é uma excelente exigéncia
do Python: garante que aconteca o que acontecer, o programa que vocé
escreveu e esta tentando executar, sera salvo em disco, sem risco de que
ele se perca, caso o pior (tela azul da morte, por exemplo ou mesmo
apagao da copel) acontega. O nome que vocé der tera agregado o sufixo
.py e sera salvo no lugar onde vocé informar

7. Tendo sido salvo e compilado com sucesso a tela do Python vai mostrar

i o 264 s RS e R

File Edit Shell Debug Options Window Help

>>>

RESTART: C:/Python3/alom.py ====
alo mundo

>>>

>>>

>>>

Esta tela mostra a execugao do script que vocé criou e a mensagem sendo
mostrada.

8. Isto significa que vocé teve sucesso na instalacao do python e na criacao
e execugao do seu primeiro programa.

6.3 Variaveis, sua entrada e saida

Uma variavel é um objeto do mundo do software que pode ter algumas abor-
dagens. A primeira, é aquela da matematica, quando se escreve y = f(z) e se
quer dizer que y é uma varidvel que depende do valor de x. O que existe ali,
nessa expressao, ¢ uma funcdo que associa o valor de y ao valor de x. Tanto x
quanto y nesse enfoque sao variaveis: isto é sao valores eventualmente desco-
nhecidos, mas que tém um valor qualquer. Outra abordagem ¢ da ciéncia da
computacao: nela, uma variavel é um pedacinho de memoria dentro de um
programa (que estd devidamente registrado nessa memoria) e que armazena
um determinado valor. Cada varidvel precisa ter um nome, para que possa ser
referenciada. Esse nome precisa ser tinico (ndo se pode ter duas variaveis com
o mesmo nome), e depois que ela foi criada, usar essa variavel num comando
qualquer é exatamente a mesma coisa que usar o valor que a varidvel tem. Por
exemplo, se a variavel A tem o valor 10, tanto faz escrever A+ 1 como 10+ 1,
sO que no primeiro caso, a generalidade é maior, pois independentemente do
valor que ela tiver, depois de executar A + 1, ter-se-4 um valor uma unidade
maior do que o valor anterior de A.

6.4 Atribuicao

O comando importante aqui é o chamado atribuicdo . E ele que permite:

6Sugestao para quem estd comecando: compre e use um pendrive para guardar seus programas: eles irdo
com vocé. E nao esquega de fazer cépias deles — o famoso backup.
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e criar uma variavel
o alterar o valor de uma varidvel

As duas fungoes s6 se diferenciam pelo existéncia prévia da variavel. Se ela
nao existe, usar a atribuicao significa criar a variavel. Se ela ja existia (e
portanto tinha um valor qualquer) usar a atribui¢ao nela vai alterar o valor
dela para este, que ¢ citado agora na atribuicao.

O formato do comando é

varidvel = valor

Onde varidvel ¢é o nome da variavel, = identifica o comando de atribuigao
e valor é o valor que a variavel passara a ter depois desta atribuicao. Por
exemplo:

A=10 A varidvel de nome A ¢ criada (ou alterada) e passa a ter o valor 10.
X=-33.4 Agora o valor de X é o niimero negativo -33.4
NM='alfa' A variavel agora se chama NM e seu valor é uma palavra, que é ’alfa’.
Atente para a presenca das aspas, elas serao vistas com mais detalhe adiante.
Algumas observagoes importantes. O carater de atribuicao é = e ele é lido
como recebe. Entao, o comando A = 10 deve ser lido como A recebe 10.
Outra observacao é que este sinal tem outras fungdes no mundo. Por exem-
plo, na matematica o sinal de igual ¢ isso mesmo: para indicar uma igualdade.
Igualdade nao é a mesma coisa que atribuicdo. O problema é que se nao se
usar o igual, que outro simbolo pode-se usar 7 Outras linguagens resolveram
esse problema, usando dois caracteres (por exemplo, Pascal usa :=) enquanto
outras usaram caracteres novos, como por exemplo APL, que usa <.

A discussao de qual simbolo usar para a atribuigao (que lembrando é um
conceito que nao existe na mateméatica) é antiga e poderia ser aberta aqui.
Mas, pegando carona no C, linguagem avo de boa parte do leque de linguagens
usadas no século XXI, (tais como C++, Java, PHP, entre outras), o Python
também associou o sinal de = a atribuicdo. A pergunta é: o que usar quando
se falar sobre igualdade entre dois valores 7 Neste caso, usam-se 2 caracteres
iguais. Entao, para perguntar se as variaveis A e B tém o mesmo valor,
escreve-se A == B, ja que se se escrever A = B, o que se estard mandando
fazer é atribuir o valor da varidvel B para a variavel A.

Voltando ao formato do comando de atribuigcdo, acima descrito, vamos
estudar o que pode ser valor citado no formato do comando. Como o nome
sugere, valor pode ser um numero como 13, 2780.4, -33 e assim por diante.
Mas, também pode ser outra variavel, como em A=X. Aqui se estd mandando
copiar o valor de X para a variavel A. Note que nao se sabe que valor é esse.
Nao importa, ele é copiado de X para A.

Finalmente, esse valor pode ser uma expressao aritmética como em A=11+8,
ou em A=V-3, ou finalmente A=cos(theta). No primeiro caso, A vale 19,
no segundo vale o valor de V menos 3 e no terceiro caso A vale o coseno do
angulo theta.

Agora pode-se ver a importancia da presenca das aspas no comando de
atribuicao: acompanhe no exemplo A='alfa' eA=alfa. No primeiro caso, é
o conteudo alfa que esta sendo atribuido a varidvel A. No segundo pressupoe-
se a existéncia de uma variavel de nome alfa e é esta variavel que tem seu
valor (seja ele qual for) copiado para a varidvel A.

As aspas denotam um contetido alfanumérico, que estruturalmente é dife-
rente de um contetido puramente numérico. Ha muitas diferencas que ainda
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serdo estudadas, mas uma importante é que contetidos (e varidveis) numéricas
podem ser usadas em expressoes aritméticas enquanto variaveis alfanumeéricas
causam erros de execucao quando se tenta envolvé-las em expressoes numérico-
aritméticas.

>>> A=5.5 Cria-se a variavel A, flutuante, com o valor 5.5
>>> B='oba' Cria-se B alfanumérica contendo 'oba’
>>> A+B Tenta-se somar as duas variaveis. H4 um erro

O erro ¢ sinalizado pela mensagem TypeError: unsupported operand
type(s) for +: 'float' and 'str' cuja traducao é: Erro de tipo:
nao se pode somar (+) um tipo float com um tipo str.

6.5 Tipos

Gracas a essa distingao vista acima, pode-se pontuar a respeito de uma carac-
teristica importante das variaveis. Cada variavel tera um tipo que sinalizara
como ela serd manipulada depois de criada. Os principais tipos sdo: numérico
inteiro, numérico real, alfanumérico e logica.

Ao contrario de outras linguagens (como o C, por exemplo), as variaveis
em Python ndo tém um tipo explicitamente declarado. E o seu valor que
determina qual é o seu tipo. Y Entao,

A=10.3 A é uma variavel do tipo real, ou £loat

B=5 A variavel B é do tipo inteiro.

C=10.0 A variavel C' é tipo float

HAL='ivo viu a uva' A varidavel HAL contém a frase ivo viu a uva
GA=True GA é uma variavel do tipo logico que vale verdadeiro
J=False J é uma variavel do tipo logico e tem o valor Falso

A variavel do tipo logico s6 admite dois valores True e False. Obviamente,
estes dois nomes nao servem para dar nomes a variaveis. E isto que se chama
de palavra reservada .

Os tipos numéricos podem ser inteiros (int) ou reais, que no Python rece-
bem o nome de float. Poder-se-ia argumentar que o tipo inteiro é desneces-
sario (j4 que o conjunto dos reais contém o conjunto dos inteiros ou R C Z),
mas isto nao é verdade, ja que:

e Dentro do computador, a matematica inteira é dezena de vezes mais
rapida que a matematica real. Entao quando aplicavel, sempre vale a
pena ser mais eficiente.

e Mas, principalmente, o conjunto dos inteiros tem uma caracteristica que
o real ndo tem: a enumerabilidade. Tal caracteristica ¢ muito importante
(por exemplo, na indexagao) e ela exige que o tipo seja inteiro em certos
momentos.

Feita esta distingao, os contetidos que uma variavel numérica pode ter sao:

inteiro : os 10 digitos 0,1,2,3,4,5,6,7,8 e 9, um sinal opcional + ou

"Esta regra nem sempre é verdadeira, por exemplo, ao usar o pacote Numpy. Mas, por enquanto pode-se
aceitd-la como verdadeira.
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flutuante : os mesmos digitos e sinal e além destes, o sinal de ponto decimal.
Note que usa-se em Python o ponto decimal e nao a virgula decimal,
heranca dos paises de lingua inglesa. Opcionalmente pode-se ter a letra
E ou e significando exponencial. E; se presente, indica o expoente de 10,
que deve ser multiplicado pelo niimero antes do E. O expoente também
pode ter opcionalmente um sinal que pode + ou —. Exemplos:

3E4  Significa 3 x 10* ou 3000
—4E2 —4 x 10% ou -400
5E-3 5x 107 ou 5 x 355 ou ainda 5 x 0.001 que é 0.005.

Em alguns momentos da programacao, é necessario explicitamente modifi-
car um tipo de varidvel. Esta necessidade ja vai aparecer (ao tratar o comando
input, por exemplo), mas ela vai ser vista aqui do ponto de vista formal. Para
mudar o tipo de uma variavel pode-se usar

int(x) Pega o contetido de x e transforma-o (se possivel) em um inteiro.
float(x) Transforma x em flutuante
str(x) Transforma z em uma string

Obviamente a transformagao sé vai acontecer se ela for possivel. Nao adianta,
por exemplo, definir A='alfa' e pedir int (A), ji que ’alfa’ ndo pode ser
transformada em um numero inteiro. Mas, se B='123"' deve-se notar que B
é uma variavel string (por causa das aspas), mas ela pode ser transformada
em inteira e neste caso, valera 123, pois s6 ¢ formada por digitos numéricos.
J& a conversao em string é sempre possivel, e sempre que for ordenada sera
realizada.

Para a representacao de nimeros inteiros o Python usa um sistema de
precisdo ilimitada, que permite usar muitos (muitos !) digitos, veja-se por
exemplo o fatorial de 50 é
30414093201713378043612608166064768844377641568960512000000
000000. O programador nao precisa fazer nada (ao contrario de outras lin-
guagens mais antigas como C ou C++). O Python simplesmente lan¢a mao de
quantas casas forem necessarias para a representacao numeérica inteira pedida.

J& na representagao flutuante, podem surgir problemas derivados do fato
de que o Python usa para representacao interna um formato binario limitado
composto de abcissa e mantissa. Em outras palavras, um nimero flutuante
usa uma quantidade finita de bits para ser representado, o que faz com que
haja perda de precisao nessa representacao. Veja-se um exemplo pratico (uma
sessdo real de Python)

>>> a=0.1

>>> print(":2.5f".format(a))
>>> print("%2.5f" % a)

0.10000

0.10000

>>> print(":2.30f".format(a))
>>> print("%2.30f" % a)
0.4100000000000000005551115123126
0.4100000000000000005551115123126

O comando format acima, parece, e é, bem misterioso, mas o que ele pede é
algo prosaico, que a variavel a seja impressa, no primeiro caso, com 5 decimais
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e no segundo com 30 decimais, em ambos no old e no new styles. Observe o
que aconteceu. O surgimento de niimeros (aparentemente aleatérios) a partir
da 18* casa ¢ resultado de imprecisoes derivadas do uso do tipo flutuante.
Perceba-se que nao deve haver maiores problemas: um erro na 18% casa nao é
para preocupar mas, ele esta l4.

6.5.1 Nomes

A regra para dar nomes em Python (regras essas que se aplicam a nomeagao
de varidveis) sao simples:

e uma Unica palavra, ou seja nao se admitem espagos em branco dentro
dos nomes.

o pode-se usar o caracter sublinha (_) para separar palavras no nome
e 0 primeiro caractere deve ser uma letra
e depois do primeiro pode-se usar letras ou niimeros

o Letras maitsculas sao diferentes das letras mindsculas (ou seja OBA é
diferente de Oba que ndo é a mesma coisa que oba)

« pode-se mas NAO se deve usar caracteres acentuados nos nomes.

O leitor nao deve se preocupar muito com estas regras, substituindo-as por
algum bom senso: os nomes devem ser autodeclarativos (sobre para que serve
a varidvel), com nomes nem muito grandes (provocam erros de digitagdo) nem
muito pequenos (para que serve mesmo a variavel B 7).

6.6 Expressoes aritméticas

As varidveis e constantes numéricas podem ser operadas e interligadas usando-
se as operagoes aritméticas usuais (e algumas nao tao usuais) da matematica
convencional. Para isso sao usados os simbolos a seguir descritos, que buscam
seguir — tanto quanto possivel — as convencoes usuais da escrita matematica.
Por exemplo

>>> g =
>>> b =
>>> g +
9

>>> b * 3

10.8

>>> (a + b) / 2
4.3

>>> g - 6

-1

>>> g — -8

13

> W U
[e)}

Note que a adigdo é representada pelo sinal de “mais” (+), a subtragdo por
“menos” (—), a multiplicagao pelo asterisco (x) e a divisao real pela barra (/).
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Note também que a prioridade é determinada pelo uso de parénteses, que
as vezes é redundante, mas nem sempre, pois se o comando fosse escrito como
2 + 8/2 sem parénteses, o Python primeiro faria a divisdo de 8/2 dando 4 e
depois a soma de 2 com 4 resultando 6. Ao se escrever (2 + 8)/2 primeiro a
soma dando 10 e depois a divisao por 2, que dara 5 de resposta final. A seguir,
uma tabela de algumas operagoes aritméticas:

Simb | Nome Como funciona

+ adicao em a + b o resultado é a adicao entre a e b.

— subtracao em a — b o resultado é a — b.

* multiplicagao | Em a * b o resultado é a multiplicacao de a e b.

/ divisao real Em a/b o resultado ¢ um float contendo a divisao de
a por b.

// divisao  in- | Em a//b o resultado é um inteiro contendo a divisao

teira inteira de a por b.

% Resto Em a%b o resultado é o resto da divisao inteira de a por
b, sendo que é um valor 0 < resto < b — 1.

*ok Poténcia Em a * *b o resultado de a®.

abs Moédulo Em abs(a) o resultado é —a se a é negativo e a se a é
positivo.

Note a diferenca entre as duas divisoes

>>> 10/3
3.3333333333333335
>>> 10//3

3

>>> 10%3

1

A proposito do sinal +, veja-se o trecho Python

>>> g=b

>>> Db="7

>>> a+b

7

>>> g="'a'

>>> b='Db'

>>> a+b

labl

>>> g=5b

>>> a+b

Traceback (most recent call last):

File "<pyshell#4>", line 1, in <module>

a+b

TypeError: unsupported operand type(s) for +: 'int' and 'str'

>>>

6.7 Saida de Dados

Todo programa durante sua execucao deve em principio divulgar alguma coisa.
Afinal para algo ele estd sendo executado. Ainda que haja quase infinitas

©75-22, Pedro Kantek 48 versdo de 28 de janeiro de 2022



possiveis aplicacoes de programas, grande parte deles vai precisar dizer algo.
Uma diferenca importante entre Python 2 e Python 3 é que no 2, os parametros
de print seguem o nome da funcao sem parénteses enquanto que os parénteses
sao obrigatérios no Python 3. Alias este é um dos mecanismos para identificar
se um programa originalmente foi escrito em 2 ou 3.

A maneira mais simples de obter o conteiido de uma variavel é apenas
digitando seu nome seguido de ENTER. Veja

>>> g = §
>>> b = a+2
>>> Db

7

Uma maneira mais elaborada de saida é com o comando print (). E muito
rico, com multiplas opgoes, mas vamos comecar lentamente. Na sua versao
mais simples, o print admite uma lista de variaveis e eventualmente constan-
tes a serem escritas na saida padrao quando o programa for executado. A
saida padrdao é um conceito importante em computacao pessoal: trata-se do
dispositivo que o computador usard para todas as saidas, quando nada for
afirmado sobre ONDE fazer a saida. Em computacdo usa-se o conceito de
default nestes casos. Entao a saida default é conhecida como saida padrao e
quase sempre é o monitor de video. Vejam-se alguns exemplos

print(a) Imprime o valor da variavel a.

print("o valor de a: Agora antes do valor da varidvel a, imprime-se

",a) a mensagem entre aspas. Ajuda a identificar as
saidas

print("a: ",a,"b: Imprime a e b identificando cada uma delas

".b)

print ("Desligue Imprime apenas a mensagem

agora'")

print ("Resultado Imprime a mensagem e depois o resultado de

".x+22) x+22. Note que o valor de x permanece inalte-
rado

6.8 Entrada de dados

A grande maioria dos algoritmos (programas) precisam obter algum dado do
operador antes de realizar o processamento. O comando basico aqui é input.
Seu formato sempre sera

variavel = input("mensagem")

O que acontece aqui:
o A mensagem citada no comando é impressa na saida padrao
e O programa ¢é interrompido neste ponto

e depois que o usuario digitar alguma coisa e teclar ENTER, o que foi digi-
tado é colocado na variavel citada no comando

o O processamento segue sem mais interrupcoes.
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Um detalhe importante é que os conteidos SEMPRE serao carregados no for-
mato de string. Sem transformacoes, estas variaveis nao podem ser usadas,
por exemplo, em computacoes numéricas. Para tanto elas deverao ser trans-
formadas usando (entre outras) as fungbes: int converte algo para inteiro,
float converte algo para flutuante, e ja que estamos estudando conversoes,
tem-se também str que converte algo para string.  Veja alguns exemplos

>>> idade=input("entre com a idade ")
entre com a idade 33

>>> idade

l33|

>>> idade=int (input("entre com a idade "))
entre com a idade 33

>>> idade

33

Perceba que no primeiro caso (sem a transformacdo int) a variavel idade é
do tipo string, o que se pode perceber nas aspas que sao mostradas (’33’). No
segundo caso, em que hé a transformacao de string para inteiro, representada
pela chamada a fungdo int, o contetido da varidvel é um nimero e portanto
pode ser operada aritmeticamente.

6.8.1 Um programa completo usando input e print

Seja um programa para pedir o raio de um circulo e imprimir a area do mesmo
usando a féormula da geometria

S =7 x R?

def area():
a=float(input("Informe raio"))
s=3.1415 * a
print("a drea é: ",s)

area()

6.9 Variaveis Logicas

Uma outra familia de varidveis sao as varidveis logicas, geralmente obtidas
como resultado de uma comparacao ou pergunta. Essas varidveis s6 podem
ter 2 valores que sao Verdadeiro (em Python True) e Falso (False).

Usualmente, estas variaveis sao obtidas ao operar condi¢oes. As principais
condi¢oes em Python sao
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Simb | Nome Como funciona
== [gual Em a == b, a resposta sera True se a for igual a b e
False em caso contrério.
> Maior Em a > b a resposta sera True se a for maior do que b.
Sera False em caso contrério.
< Menor Em a < b a resposta serd True se a for menor do que b.
Sera False em caso contrério.
>= Maior ou | Em a >= b a resposta sera True se a for maior do que
igual ou for igual a b. Serd False em caso contrario.
<= Menor ou | Em a <= b a resposta sera True se a for menor do que
igual ou igual a b. Serd False em caso contrario.
I = Diferente Também conhecida como nao igual, ela responde o con-
trario da operacao igual ==.
mn Pertence Em a in b retorna True se a pertence a b. Exemplo:
1in [3,6,7,8,9] é False
6.9.1 Expressoes Logicas

Quando ha necessidade de expressar condi¢oes compostas, as operagoes acima
podem ser conectadas usando-se 3 conectores légicos que sao:

Simb | Nome Como funciona

and E Em cl and 2, o resultado sera verdadeiro se ambas, cl
e ¢2 forem verdadeiras e Falso, senao

or ou Em c1 or ¢2, o resultado sera verdadeiro se cl for ver-
dadeiro, ou se ¢2 for verdadeiro ou se ambas forem ver-
dadeiras. Sera falso em caso contrario.

not NAO Em not ¢l o resultado sera verdadeiro se cl for falsa e
sera falsa se cl for verdadeiro. Note que este operador
é undrio (s6 se aplica a uma condigdo).

Deve-se lembrar que estas operagoes e conectores estao definidas na ma-
tematica, particularmente na logica de predicados. La seus simbolos sao: A
para o conectivo E, V para o conectivo OU e finalmente o simbolo ~ para a
negagao logica.

6.10 Comandos condicionais

Uma caracteristica onipresente em linguagens de programacao ¢ a capacidade
de executar ou nao um conjunto de instrugoes a depender de uma variavel
logica. Dizendo de outra maneira, pode-se comandar uma condi¢ao qualquer
e se ela for verdadeira (que no Python é True) entdo um conjunto de instru-
goes serd executado. Se a condigao for falsa (em Python False), ou nada
é executado, ou também pode ocorrer, um segundo conjunto alternativo de
instrugoes é executado.

O comando condicional por exceléncia em Python é 1 £ e ele tém o seguinte

formato

if condicédo:
comando_1
comando_ 2

comando_n
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Para escrever o comando, deve-se substituir a palavra condicao por alguma
condicao relacional ou légica, que ao final informe um valor True ou False.
A regra é que os comandos 1, 2, ... s6 serao executados se a condicao for True.
Ja ao final do bloco, o comando n serd executado sempre independentemente
da condi¢ao. Quem determina se o comando estd ou nao vinculado ao if é o
espacejamento no inicio da linha, chamada em programagao de indentagao.

Em outras linguagens, usam-se caracteres delimitadores para os blocos de
comando ({ e } em C, Java e C++; begin e end em Pascal e Delphi), mas
em Python consoante com a proposta de limpeza da linguagem, usam-se as
margens para determinar as condigoes.

Como tudo na vida isto tem vantagens e desvantagens. Comecando pelas
primeiras, o codigo fica limpo e legivel. Quem sempre exigia dos programa-
dores que respeitassem as margens, agora ganha um aliado importante: se
as margens forem baguncadas o programa nao funcionard bem. Além disso
economizam-se caracteres dispensaveis.

J&a a desvantagem decorre principalmente da inabilidade de muitos ambi-
entes para manusear este tipo de arquivo. Tem também o mantra do formato
livre repetido a exaustao depois do Fortran...

Muitos editores se arvoram em trocar um certo ntmero de brancos por
um ou mais caracteres de tabulacao, e fazer isto é receita quase certa para
problemas de operacao dos programas. Além disso, muitos gerenciadores de
download deixam de respeitar essas margens, fazendo com o que o recebedor de
um programa fonte Python tenha sempre que revisar com cuidado o resultado
de descargas de codigo. Um exemplo classico é o codigo obtido via PDF.

Um segundo formato para o comando condicional, conhecido como condi-
cional composta é aquele que apresenta uma condicao e dois caminhos: um
para o True e outro para o resultado False. Agora a separacao entre um e
outro ¢é sinalizado pela palavra else que também deve ser seguida por dois
pontos. Acompanhe no exemplo

a =717

if a>3:
print('oba')

else:
print('ufa')

print('foi')

Acompanhe o raciocinio: Primeiro a é comparado com maior para 3. A res-
posta é True ja que 7 > 3 e com isso a impressao de ’oba’ é feita. Como o
resultado foi True, salta-se o bloco referente ao else:. Encerra o comando a
impressao de ’foi” que independe do resultado da comparagao. Veja agora um
trecho parecido

a =2

if a>3:
print('oba')

else:
print('ufa')

print('foi')

Agora a comparacao resulta False (ja que 2 > 3 é falso) e com isso a impressao
de ’oba’ é saltada e depois a impressao de 'ufa’ acontece. Novamente 'foi’ é
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impresso independentemente da comparacao inicial.

6.11 Repeticoes

As repeticoes sao estruturas da linguagem que asseguram a execucao repetida
de trechos de comandos, até que uma determinada condicao for satisfeita.
Note que este conceito faz parte do nosso dia a dia.

Por exemplo, uma caixa ddgua posta a encher o farda até que atinja a
capacidade total. Um forno assando um bolo devera operar até que o bolo
esteja assado, uma esteira carregadeira de um navio opera até que o deposito
do navio esteja cheio ou enquanto o silo abastecedor tiver conteido, parando na
condi¢do que primeiro for atingida, um pneu de carro recebera ar comprimido
até que uma certa pressao seja atingida e a agua do café vai esquentar até
ferver ou um pouco antes.

O que nao falta na nossa vida sao operagoes repetitivas que ocorrem até que
uma condicao seja atendida, ou o que praticamente é a mesma coisa, enquanto
certa condi¢ao perdurar.

6.11.1 while

Os comandos basicos em Python sao while que pode ser traduzido por en-
quanto. Seu formato é

while <condicgdo>:
comando_1
comando_ 2
comando_ i

comando_n

Quando ele for encontrado serd assim interpretado: primeiro a condigao asso-
ciada ao while serd avaliada. Se ela for falsa, ocorre um desvio desprezando
todo o bloco indentado abaixo. No exemplo acima, se a condigao for falsa,
o préximo comando a ser executado é o comando,. Agora, se a condigcao é
verdadeira, o bloco indentado é executado. Quando ele acabar, ha um retorno
(daf a repetigdo) ao inicio do bloco e a reavaliagdo da condigdo. Enquanto ela
for verdadeira, o bloco fica em loop (lago).

Logo, aqui vale uma adverténcia: quando usar um while garanta que em
algum momento do bloco, a condigdo seja tornada falsa, sob pena do seu
programa nunca mais sair dai.

6.11.2 break

Um comando que permite modificar o funcionamento do while é o break.
Normalmente ele é colocado dentro de uma condicao, embora isto nao seja
obrigatério. Quando break é interpretado ele faz com que o ciclo do while,
na verdade qualquer ciclo, seja interrompido, forcando uma saida do bloco
indentado.

Exemplo, seja um programa para calcular o triplo de um ntimero digitado.
O programa deve operar até ser digitado um ntimero negativo, que significara
fim de processamento.

a=1
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while 1==1:
if a<0:
break
a=int(input("informe o valor "))
print(3*a)
print ('adeus')

Note que como vai-se usar o break para a saida do laco, escreve-se uma condi-
¢ao que sempre é verdadeira (conhecida na légica como uma tautologia), que
neste caso ¢ 1 == 1, que, por 6bvio, é sempre verdadeira.

6.11.3 Repeticao aninhada

Quando se cria um bloco de repeticao, dentro do bloco, o Python admite
qualquer comando, inclusive um outro comando de repeticao. Entao surgem
os blocos aninhados que sao muito importantes em programacao. Acompanhe
o exemplo

i=1
while i<=3:
j=10
while j<=30:
j=3j+10
print (i,])
i=i+1
print ('acabou')

que vai gerar a seguinte saida

(1, 20)
(1, 30)
(1, 40)
(2, 20)
(2, 30)
(2, 40)
(3, 20)
(3, 30)
(3, 40)
acabou

6.11.4 Continue

Este comando também serve para interromper um ciclo de processamento, mas
diferentemente de break que encerra inapelavelmente o lago, este comando
continue encerra o processamento de uma interacao e avanca para a proxima
interacao. Acompanhe a diferenca entre os dois comandos

i=3
while i<10:
print(i,"' ')
if i%7==0:
break
i=i+1
print ('acabou')
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Esta execugao teve o seguinte resultado:
3
4
5
6
7

acabou

Agora acompanhe o seguinte exemplo usando continue

i=3
while i<10:
print(i,"' ')
if i%7==0:
continue
i=i+1
print('acabou')

Neste caso, nao ponha para rodar, pois o programa vai entrar em lago infinito.
Veja porque: O processamento comeca com i=3, 4, 5 e 6. Quando o valor 7
for atingido, o continue vai comandar um retorno a proxima interagdo, mas
sem alterar o valor de i (j& que esta altera¢ao estd depois do continue. Ai
ela vai imprimir 7,7,7,7,.... e ndo vai parar nunca mais.

6.11.5 For

O For é o grande interador do Python. Ele é uma expansdao do comando
for do C++. L& no C++ o for funciona como se fosse uma simplificacao
do while, mas aqui ele é mais do que isso. A mudanca se deve ao conceito
de interador. Numa rapida explicagao um interador ¢ uma generalizagao do
conceito de indice. Ele é uma generalizacao ja que o indexador so se aplica
a conjuntos homogéneos indexados (conhecidos como arrays) e o interador se
aplica a qualquer cole¢do de objetos Python. Pode ser um array, mas pode
ser também registros em um arquivo, itens em um conjunto, etc etc.
Veja um exemplo radical disso

s="Curitiba - Parand - Brasil"
gtd=0
for ¢ in s:
if c==||all
gtd=gtd+1
print("achei ",gtd," a")

Ao executar o codigo acima, ele vai responder achei 4 a". Note que sdo
4 letras 'a’, sendo que o ’a’ acentuado de Parana, nao conta, ja que é outro

caracter.

6.12 Listas

Uma lista em Python é uma colecao de coisas. Em outras linguagens, essas
coisas precisam ser de mesmo tipo, mas em Python, nao. Podem ser coisas
bem heterogéneas.
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Cria-se uma lista em python usando-se os delimitadores colchetes. Uma
lista é criada assim:

>>> a=[]

Criou-se aqui uma lista de nome a, inicialmente vazia. Para incluir coisas na
lista, usa-se o método append, veja como

>>> a=[]

>>> a.append(1)
>>> g

[11]

>>> a.append('oi')
>>> g

[1, 'oi']

Outro jeito de criar uma lista é usando a funcdo 1ist como em

>>> b=list(range(6))
>>> Db
[0, 1, 2, 3, 4, 5]

Note que o primeiro elemento da lista pode ser acessado para leitura fazendo-se

>>> a[0]
1

E podem ser alterados, como em

>>> g[0]="bacana'
>>> g
[ 'bacana', 'oi']

Veja mais alguns exemplos, e estude-os...

>>> g = ['spam', 'eggs', 100, 1234]
>>> g
['spam', 'eggs', 100, 1234]

Os indices para as listas comecam em 0 e crescem para a direita quando de
usam numeros inteiros positivos. A func¢ao len(lista) devolve o tamanho
da lista. Indices negativos vem da direita para a esquerda. lista[-1]
devolve o ultimo elemento da lista, 1ista[-2] o penultimo e assim por
diante. Veja isso tudo:

>>> x=[10,20,30,"'0i','viva',4.5,99]
>>> X

[10, 20, 30, 'oi', 'viva', 4.5, 99]
>>> x[0]

10

>>> x[1]

20
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>>> len(x)
7

>>> x[-1]
99

>>> x[-2]
4.5

6.12.1 Fatiamento

E uma operacdo fundamental em Python, pode ser usada em listas, tuplas,
strings... E muito usada em MatLab, mas sinceramente eu nao consigo dizer
quem é o ovo e quem ¢é a galinha, isto quem veio antes. Tanto faz. Uma
fatia é uma especificagdo envolvendo um ou dois “dois pontos” e ela extrai um

pedaco de uma lista, tupla ou string. A especificacao é

[comeco da fatia:final da fatia:incremento]

comego o comeco da fatia é o indice do seu inicio, sempre relativo a zero. Se
nada for escrito aqui o valor default é 0.

final o final da fatia é o préximo nimero ALEM do final. Ou seja este niimero
é compativel com o inicio da numeragao em zero. O valor default é o
tamanho da lista ou len(lista).

incremento E um valor muitas vezes omitido (e neste caso o valor default
é 1), mas quando presente ele indica quanto somar ao valor atual para
obter o préximo valor.

A fungao embutida len() também se aplica a listas:

>>>
>>>a= [lal’ lb|’ lcl’ |d|]
>>> Jlen(a)

4

6.12.2 Mais sobre condigoes

As condicoes de controle usadas em while e if podem conter quaisquer
operadores, nao apenas comparagoes.

Os operadores de comparacdo in e not in verificam se um valor ocorre
(ou nao ocorre) em uma dada sequéncia. Os operadores is e is not com-
param se dois objetos sao na verdade o mesmo objeto; isto s6 é relevante no
contexto de objetos mutaveis, como listas. Todos os operadores de compara-
¢ao possuem a mesma precedéncia, que ¢ menor do que a prioridade de todos
os operadores numéricos.

Comparagoes podem ser encadeadas: Por exemplo a < b == c testa se a
¢ menor que b e também se b ¢ igual a c.

Comparagoes podem ser combinadas através de operadores booleanos and
e or, e o resultado de uma comparacao (ou de qualquer outra expressdo),
pode ter seu valor booleano negado através de not. Estes possuem menor
prioridade que os demais operadores de comparagao. Entre eles, not é o de
maior prioridade e or o de menor. Dessa forma, a condicdo A and not B or
C é equivalente a (A and (not B)) or C. Naturalmente, parénteses podem e
devem ser usados para expressar o agrupamento desejado.
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Os operadores booleanos and e or sao operadores short-circuit: seus argu-
mentos sao avaliados da esquerda para a direita, e a avaliacao para quando o
resultado é determinado. Por exemplo, se A e C sdo expressoes verdadeiras,
mas B ¢ falsa, entdo A and B and C nao chega a avaliar a expressao C. Em
geral, quando usado sobre valores genéricos e nao como booleanos, o valor do
resultado de um operador atalho é o tltimo valor avaliado na expressao.

Observe que em Python, diferente de C, atribui¢cao nao pode ocorrer dentro
de uma expressao. Programadores C podem resmungar, mas isso evita toda
uma classe de problemas frequentemente encontrados em programas C: digitar
= numa expressao quando a intengao era ==.

6.13 Numpy

E o pacote de computacio numérica em Python. Ele é central na manipu-

lacdo de matrizes (e mais genericamente de arrays). Para vetores, o uso da

primitiva lista do Python é mais do que suficiente, mas a implementacao de

estruturas com mais de 1 eixo, é problematica no Python original, dai a razao

da importancia do Numpy. Centenas de pacotes usam-no como pré-requisito.
Para usar o numpy:

Importacdo Se quiser chamar depois os moédulos como np.modulo importe
assim

>>> import numpy as np
Se quiser chamar direto sem usar a notagao de ponto, importe assim

>>> from numpy import *

Para criar matriz O elemento array é central em numpy:

a=np.array([[1,2,3],[3,4,5]1,[6,6,711])

ou
a=np.array([(1,2,3),(3,4,5),(6,6,7)1)
>>> g
array([[1, 2, 3],

[3, 4, 5],

[6, 6, 711)

ambos jeitos devolvem. A explicacao para isto é que na criacao, tanto faz for-
necer uma lista ou uma tupla. Deve-se salientar que operagoes em arrays sao
até 2 ordens de magnitude mais rapidas que idénticas operacoes em lists.
(referéncia DEI20, pag. 240). Até 450 pacotes do mundo Python sdo de-
pendentes de Numpy. (Isto é: exigem que Numpy esteja instalado antes de
funcionarem).

Para indexar
a[1]1[2] é igual a 5 OU a[1,2] que igualmente é 5
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in E usado para testar se um elemento esta num array ou nao:

>>> a = np.array([[1, 2, 31, [4, 5, 6]1], float)
>>> 2 in a

True

>>> (0 in a

False

Criacio de PA A funcao arange() cria uma PA| cujos termos sao a=np.arange(vl_inicial,
até_vl_final, incremento), como em

a=np.arange(1,5,0.5)
>>> g
array([ 1. , 1.5, 2. , 2.5, 3. , 3.5, 4. , 4.5])

Atributos de ndarray Um ndarray tem os seguintes atributos:
.ndim = nimero de dimensoes

.shape = uma tupla com as dimensoes

>>> g
array([1, 2, 3, 41)
>>> a.shape

(4,)

Cépia de array Para criar um array como copia de outro, fazer

s3 = s2.copy()

Reorganizar um array Para reorganizar um array:

>>> al = np.arange(0.0, 12.0, 1.0)

>>> ai

[ 0. 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11.]
>>> a2 = al.reshape( (2,6) )

>>> print a2

[[ 0. 1. 2. 3. 4. 5.1

[ 6. 7. 8. 9. 10. 11.1]]

Reorganizar in place Para reorganizar in-place

>>> gl
[ 0. 4. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11.]

>>> al.resize([2,6])
>>> g1

[[ 0. 1. 2. 3. 4. 5.]
[ 6. 7. 8. 9. 10. 11.1]
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Média Para retornar a média, variancia, soma e produto:

.mean() -> média dos valores em A
.var() -> variancia dos valores de A
.sum() -> soma

.prod() -> produto

.max() -> maior valor

.min() -> menor valor

.argmax() -> indice do maior valor
.argmin() -> indice do menor valor
unique(a) -> retorna os valores unicos
(sem repetigdo) de a

i A A B

Fungdes Universais Para fungoes universais (ufuncs)

>>> a=[1,2,3,4]
>>> b=[0.1, 0.7, 8, 9]

>>> g

[1, 2, 3, 4]

>>> Db

[0.1, 0.7, 8, 9]
>>> a+b

[1, 2, 3, 4, 0.1, 0.7, 8, 9]

>>> ag=np.array([1,2,3,41])

>>> b=np.array([0.1, 0.7, 8, 91)
>>> a+b

array([ 1.1, 2.7, 11. , 413. 1)

Broadcasting Para broadcasting (aplicar um escalar a um array)

>>> g
array([1, 2, 3, 41)

>>>

>>> g+3

array([4, 5, 6, 71)

>>> b*5H

array([ 0.5, 3.5, 40. , 45. 1)

multiplicagdo matricial Multiplicacao matricial:

>>> g1

np.array([[1, 2, -41, [3, -1,

51D

>>> a2 = np.array([[6, -3], [1, -2]1, [2, 411])

>>> np.dot(al,a2)
array([[ 0, -231,
[ 27, 1311)

Produto vetorial O produto vetorial é

>>> x = (1, 2, 0)
>>>y = (4, 5, 6)
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>>> print np.cross(x, y)

[12 -6 -3] para resolver isto ache o det da matriz
ijk

120

4 5 6, com resultados em i, j e k

determinante Para obter o determinante de uma matriz

>>> m = np.array(((2,3), (-1, -2)))
>>>

[[ 2 3]

[-1 -2]]

>>> np.linalg.det(m)

-1.0

Matriz inversa E a matriz inversa

>>> good = np.array(((2.1, 3.2), (4.3, 5.4)))
>>> np.linalg.inv(good)

[[-2.23140496 1.32231405]

[ 1.7768595 -0.8677686 1]

Sistema de equagdes lineares A solugao de um sistema de equacgoes lineares
por exemplo

2x + y = 19

X - 2y = 2

cuja solugdo é (x=8 and y=3):

>>> coeffs = np.array([[2,1]1, [1,-211)
>>> coeffs

[[ 2 1]

[ 1 -2]11

>>> consts = np.array((19, 2))

>>> consts

[19 2]

>>> np.linalg.solve(coeffs, consts)
[ 8. 3.1

Transposta

>>> a = np.array(range(6), float).reshape((2, 3))
>>> g

array([[ 0., 1., 2.1,

[ 3., 4., 5.11)

>>> a.transpose()

array([[ 0., 3.1,

[ 1., 4.17,

[ 2., 5.11)
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Concatenacao

>>> a = np.array([1,2], float)

>>> Db np.array([3,4,5,6], float)

>>> ¢ np.array([7,8,9], float)

>>> np.concatenate((a, b, c¢))

array([1., 2., 3., 4., 5., 6., 7., 8., 9.1)

>>> g = np.array([[1, 21, [3, 411, float)
>>> b = np.array([[5, 61, [7,8]1]1, float)
>>> np.concatenate((a,b))

array([[ 1., 2.1,

[ 3., 4.1,
[ 5., 6.1,
L 7., 8.11)

>>> np.concatenate((a,b), axis=0)
array([[ 1., 2.1,

L 3., 4.1,
[ 5., 6.1,
L 7., 8.11)

>>> np.concatenate((a,b), axis=1)
array([[ 1., 2., 5., 6.1,
[ 3., 4., 7., 8.11)

Fungdes matematicas abs, sign, sqrt, log, logl0, exp, sin, cos, tan, arcsin,
arccos, arctan, sinh, cosh, tanh, arcsinh, arccosh, and arctanh, floor, ceil, and
rint fornecem o lower, upper, or nearest (rounded) inteiro.

Lista de nomes definidos Para retornar uma lista de nomes definidos

>>> dir()

subpacotes Lista de subpacotes que ajudam na programacao:

subpacote | Objetiv

core basic objects

lib additional utilities

linalg basic linear algebra

ftt discrete Fourier transforms

random random number generators

distutils enhanced build, distrib improvements
testing unit-testing utility functions

f2py automatic wrapping of Fortran code

Geragdo de aleatérios Compreendidos entre 0 e 1.

>>> np.random.rand(3,2)

array([[ 0.14022471, 0.96360618], #random
[ 0.37601032, 0.25528411], #random
[ 0.49313049, 0.94909878]]) #random
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Inteiros aleatérios Veja o exemplo

>>> randint(low[, high, size]) # Return random integers
from low (inclusive) to high (exclusive)

Para mostrar

>>> import matplotlib.pyplot as plt

>>> di1 = np.random.random_integers(1i, 6, 1000)

>>> d2 = np.random.random_integers(1i, 6, 1000)

>>> dsums=d2+d2

>>> count,bins,ignored = plt.hist(dsums,11,normed=True)
>>> plt.show()

Distribui¢do normal FEsta funcao retorna simulacées de uma distribui¢ao nor-
mal. Para obter N(u,0?), basta fazer sigma * np.random.randn(...) + mu.
Onde p = média da distribuicio e o2 é a variancia. Veja-se o exemplo

>>> 2.5 * np.random.randn(2, 4) + 3
array([[-4.4940, 4.0095, -1.8181, 7.2971], #random
[ 0.3992, 4.6845, 4.9939, 4.8405]]) #random

Cria um array 2,4 contendo simulacdes de 3,6.25. Lembre que 2.5% = 6.25.

Distribui¢do binomial Cria simulac¢oes desta distribuicao. Usa 2 parametros:
n, que significa o nimero de tentativas e p que vem a ser a probabilidade de
sucesso da distribuigao (0 < p < 1). A fungdo retorna para cada simula¢ao o
nimero de sucessos. Lembrando que a probabilidade é

P = ()

) Veja-se o exemplo:

>>> n=10
>>> p=0.5
>>> g=np.random.binomial(n,p,1000)

O exemplo acima faz 1000 simulacoes, cada uma jogando 10 moedas e infor-
mando a quantidade de caras em cada simulagao.

>>> a = np.array([[1,4]1,[3,111)
>>> np.sort(a) # sort along the last axis
array([[1, 41,

(1, 311)
>>> np.sort(a,axis=None) #sort flattened array
array([1, 1, 3, 41)
>>> np.sort(a,axis=0) # sort along first axis
array([[1, 11,

[3, 411)
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Desvio padrao em arrays

>>> a = np.array([[1, 21, [3, 411)
>>> np.std(a)

1.1180339887498949

>>> np.std(a, axis=0)

array([ 1., 1.1)

>>> np.std(a, axis=1)

array([ 0.5, 0.51)

6.14 Sympy

O Symbolic Python é um pacote Python que implementa um sistema de com-
putagao simboélica (CAS=Computer Algebra System) no ambiente Python.
Para entender o que é um sistema deste tipo, acompanhe:

computacdo numérica sqrt(8) é igual a 2.8284271247461903
computacao simbdlica sqrt(8) é igual a 2*sqrt(2)

Sendo que aqui tem-se uma constatagdo: ir do numérico para o simbodlico
nao é possivel, mas ir do simbélico para o numérico é ficil (neste caso basta
fazer sqrt(8) .evalf () cuja resposta serda a mesma de cima — até porque
¢ calculada do mesmo jeito: 2.8284271247461903).

Fica evidente que a computacao simbdlica abrange a computagao numérica
mas é muito (muito !) mais do que ela.

As vantagens de usar o sympy versus o Maple (por exemplo) sdo pelo menos
duas: sympy é de graca (Maple custa 1.000 ddlares) e por ser em python
admite que vocé use tudo o que ja sabe de python e também permite usar os
mais de 135.000 pacotes também de graga.

Instalacdo e uso O sympy precisa ser instalado. Na versao para windows,
vocé deve localizar o diretério scripts e nele fazer pip install sympy em
um computador que tenha acesso a Internet. Se quiser usar winpython, nele o
sympy ja esta pré-instalado. Num ou noutro, precisa importar o pacote. Faca
from sympy import * ou algum comando equivalente.

symbols Como vocé estd num ambiente 100% python, precisa dizer que al-
gumas variaveis sao simbolicas. Isto ¢é feito pelo método symbols como em

from sympy import symbols
>>> x,y = symbols('x y')
>>> expr = xt+2*y

>>> expr

x + 2%y

>>> expr + 1

X + 2%y + 1

>>> expr - X

2%y

>>> x*expr

X*¥(x + 2*y)

>>> expand(x*expr)
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X*¥*¥2 + 2%x*y
>>> factor(x**2 + 2*x*y)
X*¥(x + 2%y)

O sympy pode fazer todo o tipo de computacao simbdlica, como simplificar,
calcular derivadas, integrais e limites, resolver equacoes, trabalhar com ma-
trizes, e muito mais, tudo de maneira simbélica. Ele inclui médulos para
plotagem, impressao, geracao de codigo, fisica, estatistica, combinatoéria, teo-
ria dos nimeros, geometria, logica, etc. Vejamos um exemplo para calcular:
a derivada de

sin(x) x €°

/((ew x sin(x) 4+ € x cos(x))dx

/OO sin(z?)dx

—00

e também

>>> from sympy import *

>>> x, t, z, nu = symbols('x t z nu')

>>> init_printing(use_unicode=True)

>>> diff(sin(x)*exp(x), X)

X X

e .sin(x) + e .cos(x)

>>> integrate(exp(x)*sin(x) + exp(x)*cos(x), x)
X

e .sin(x)

>>> integrate(sin(x**2), (x,-00, 00))

Substituicao

>>> expr = cos(x)+1

>>> expr.subs(Xx,y)

cos(y) + 1

>>> expr.subs(x,0)

2

>>> expr = xX**y

expr = expr.subs(y, x**y)
>>> expr

>>> expr = x*¥*3 + 4*x*y - z
>>> expr.subs([(x,2),(y,4),(z,0)])
40

Sympify Nao confundir com simplify. Transforma um string em uma
expressao SymPy.

a = "x*¥*¥2 + 3*xx — 41/2"
ex = sympify(a)
ex.subs(x,2)

19/2
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evalf Permite achar o valor em ponto flutuante de uma expressao

>>> ex = sqgrt(8)

>>> ex.evalf(20) # 20=tamanho
2.8284271247461900976

>>> ex2 = cos(2*x)

>>> ex2.evalf(subs=x:2.4)
0.0874989834394464

Simplify simplificacao de expressoes.

>>> simplify(sin(x)**2 + cos(x)**2)

1
>>> simplify ((x**3+x**2-x-1)/(x**2+2%x+1))
x — 1

Expand Expande expressoes.

>>> expand((x+1)**2)
2

Xx + 2.x + 1

>>> expand((x+2)*(x-3))
2

X . X - 6

Factor Fatora expressoes.

>>> factor(x**2%z + 4*x*y*z + 4*y**2%z7)
2
z.(x + 2.y)

Outros comandos collect = coleciona poténcias comuns
cancel = transforma polinémio na forma p/q

apart = executa uma decomposi¢ao em fragoes parciais
trigsimp = simplificacao trigonométrica

expand_ trig = expansao trigonométrica

factorial, binomial, gamma, power, powers, ...

Derivadas podem ser chamadas com diff (expressao) ecom Derivative(expressao)
>>> diff(cos(x),x)

-sin(x)

Integrais o comando que integra ¢ integrate. O comando Integral
serve para representar a integral e pode ser calculado depois com x.doit ().
Atente que integrate é com mintscula e Integral é com maitscula. Acompanhe

>>> x = Integral(log(x)**2,x)
>>> x
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/

| 2

| log (x) dx
/
>>> x.doit ()

2

x.log (x) - 2.x.log(x) + 2.x
>>>
sin(x)

Limites

>>> limit(sin(x)/x, x, 0)
1

Solve Em Sympy a igualdade em uma equacao é dada por Eq como em 22 = 1
= Eq(x**2,1) e para resolver esta equacao escreve-se

>>> solveset (Eq(x**2,1), x)
-1, 1

Note que isto pode ser escrito como solveset (Eq(x**2-1,0), x) eneste
caso pode ser também solveset (x**2-1, x) (jd que é igual a zero). Para
resolver um sistema de equagoes lineares o comando é 1linsolve, veja

>>>linsolve([x+ty+z-1,x+y+2*z-3],(x,y,2))
(-y-1, vy, 2)
>>>]linsolve(([1,1,1,11,[1,1,2,31)),(x,y,2))
(-y-1, y, 2)

Para sistemas nao lineares, o comando é nonlinsolve.

>>>nonlinsolve([x*y-1,x-21,x,Vy)
(2, 1/2)

Para equacoes diferenciais, use dsolve.

Matrizes Para fazer matrizes em Sympy use o objeto Matrix, como em
Matrix([[1, -11, [3, 4], [0, 2]1]1). Matrizes ndo sao imutaveis,
podendo ser alteradas.

Para a matriz M, sua forma é M.shape. Para achar a inversa fazer M xx—1.
Para achar a transposta, faca M.T. Para o determinante, use M.det. Como
detalhe perceba como o pacote simbdlico mostra valores racionais (na forma
de uma fracao irredutivel).

>>> M=Matrix([[1,2,3]1,[10,20,514]1,[8,-1,911)
>>> M
+1 2 3+

| |
|10 20 51|
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| I

+8 -1 9 +

>>> M**-1

+ 11

| —- -1/17 2/17

| ——- -5/119 -1/17

+ —— — — — — — — — 4

Segue a documentagao tratando de teoria dos ntimeros (basicamente as tra-
tativas referentes a ntimeros primos, depois criptografia, depois matematica
concreta, depois geometria, depois integracao, légica, séries, ... a documenta-
¢ao do pacote tem (em maio de 2018) 1.878 paginas.

6.14.1 Exercicio
1. Resolva (usando solveset) a equagao:
32° + 42” + 322 4 256 = 0

no dominio dos nimeros reais.

2. Resolva a integral definida a seguir,

/6 8(3 x sin(z))

de maneira numérica, usando o comando Integral de SymPy nos intervalos
dados e depois calcule o valor numérico da integral usando o método as_sum
com 50 intervalos e tomando como parametro o ponto médio de cada intervalo:
(Fornega a resposta com 3 casas decimais)

>>> init_printing(use_unicode=True)
>>> e = Integral(...fungao...,(x,a,b))
>>> e

>>> e.as_sum(50, 'midpoint').evalf()

1 2
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6.15 Um exemplo de plotagem de uma funcao

A seguir, a apresentacao de uma fungao e suas duas derivadas (a primeira
e a segunda) com as fungoes, calculadas pelo sympy, resolvidas por ele e
desenhadas pelo matplotlib. No script a seguir, o usuario tem que alterar 3
coisas:

e a fun¢do f lancada na forma de texto
e o valor vi indicando a coordenada x inicial da plotagem
e o valor vf indicando a coordenada x final da plotagem.

O programa emite as 3 funcoes (f, df /dx e d*f/dx?), as raizes das 3 fungoes e
finalmente o grafico gerado, no qual a cor azul é usada para f, vermelho para
df /dz e verde para d?f/dx?. Veja-se um exemplo:

# funcao para desenhar uma fungdo genérica e suas 2 derivadas
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
from sympy import *
X, y, 2, t = symbols('xy z t')
k, m, n = symbols('k m n', integer=True)
f, g, h = symbols('f g h', cls=Function)
init_printing()
HE=x**3 2% x**2+x
f=sin(x)
g=diff(f,x)
h=diff(g,x)
print('f
pprint (f)
print('df/dx = ',end="")
pprint(g)
print('d2f/dx2 = ',end="'")
pprint (h)
print('raizes £ = ',solve(f,x))
print('raizes df/dx ',solve(g,x))
print('raizes d2f/dx2 = ',solve(h,x))
vi=-1
vi=4
x1=np.arange(vi,vf, ((vE-vi)/100))
y1=[0.01%100
y2=[0.01*100
y3=[0.01*100
for i in range(100):

yi[i]=f.subs(x,x1[1i])

y2[i]=g.subs(x,x1[1i])

y3[i]=h.subs(x,x1[i])
plt.plot(x1l,yl,'b-',label="'fun¢gdo original')
plt.plot(xl,y2,'r-',label="derivada primeira')
plt.plot(xl,y3,"'g-"',label="derivada segunda')
plt.grid()
plt.legend()

',end="")

origem c:/p/python/calcnum.tex 69 criado em 23/12/21



plt.title("Comportamento da funcgao")
plt.show()

A resposta literal foi

f = gin(x)

df/dx = cos(x)

d2f/dx2 = -sin(x)

raizes f = [0, pil]

raizes df/dx = [pi/2, 3*pi/2]

raizes d2f/dx2

[0, pi]

e o desenho gerado foi

Comportamento da funcao

1.00 - — fungao original
—— derivada primeira

—— derivada segunda

0.75 A

0.50

0.25

0.00

—0.25 A

—0.50 A

—0.75 A

—1.00 +

6.15.1 Resposta
-4 3.317

Usando sympy para obter as derivadas

Como mandar o python (sympy) calcular as derivadas de uma determinada
funcao

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

from sympy import *

x= symbols('x")

f, g, h = symbols('f g h', cls=Function)
init_printing()

fF=2%x**3-_27*x**2+84*x+25

g=diff(f,x)
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h=diff(g,x)
print('f
pprint(£f)
print('df/dx
pprint(g)
print('d2f/dx2 = ',end="'")
pprint (h)
print('raizes £ = ',solve(f,x))
print('raizes df/dx = ',solve(g,x))
print('raizes d2f/dx2 = ',solve(h,x))
vi=0
vi=10
x1=np.arange(vi,vf, ((vE-vi)/100))
y1=[0.01*100
y2=[0.01*100
y3=[0.01*100
for i in range(100):

yi[i]=f.subs(x,x1[1i])

y2[il=g.subs(x,x1[1])

y3[i]=h.subs(x,x1[1])
plt.plot(xl,y1,'b-"',label="'fung¢do original')
plt.plot(xl,y2,'r-"',label="'derivada primeira')
plt.plot(xl,y3,'g-"',label="'derivada segunda')
plt.grid()
plt.legend()
plt.title("Comportamento da funcgado")

',end=")

',end="")

plt.show()
Ele imprimiu os seguintes resultados (numéricos)
bl = 3 2
2 x -27x + 84 x + 25

df/dx = 2

6 x - 54 x + 84
d2f/dx2 = 12 x - 54
raizes f = [9/2 - 75/(4*(-1/2 - sqgrt(3)*I/2)*(2079/8

+ 27*sqrt(606)*IT/2)**(1/3))
- (-1/2 - sqgrt(3)*I/2)*(2079/8
+ 27*sqrt(606)*I/2)**(1/3)/3, 9/2 - (-1/2 +
sqgqrt(3)*I/2)*(2079/8 + 27*sqrt(606)*IT/2)**(1/3)/3
- 75/ (4*(-1/2 + sqgrt(3)*I/2)*
(2079/8 + 27*sgrt(606)*IT/2)**(1/3)), 9/2 - (2079/8
+ 27*sqrt(606)*IT/2)**(1/3)/3
- 75/(4*%(2079/8 + 27*sqrt(606)*I/2)**(1/3))]
raizes df/dx = [2, 7]
raizes d2f/dx2 [9/2]

6.16 Matplotlib

Grafico simples de linhas

Seja plotar os valores 10, 15, 25 e 35 em um grafico comum de linha:
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import matplotlib.pyplot as plt
def pli():
x=[10, 15, 25, 35]
plt.plot(x)
plt.show()
pl1()

com este resultado

35 1

30 4

254

204

15 A

10 A

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

Riscos aleatérios no grafico Seja escrever riscos aleatérios. Por exemplo, um
risco de 1,10 até 22,50

xd=[1,22]
yd=[10,50]
plt.plot(xd,yd,'g') #g=green

com este resultado (agregado com o anterior...)

50 4

45

40 4

35 4

30 4

25

201

15 A

10 A
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Miiltiplas curvas de fungdes Seja estudar um fenomeno através de 3 curvas

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

def s(t):

return 2*t**3-27%t**24+84*t+25

def v(t):
return 6*t**2-54*t+84
def a(t):

return 12*t-54

def p40():
t=np.arange(0,10,0.1)
ss=s(t)
vv=v(t)
aa=a(t)

plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.

p40()

com este resultado

plot(t,ss, 'b-',label="pos"')
plot(t,vv, 'r-',label="'vel')
plot(t,aa, 'g-',label="ace')
grid()
legend ()
show ()

150 A

100 A

50 4

—50 4

— pos
— vel
— ace

Operando com pares de niimeros

import matplotlib.pyplot as plt

def des3():

x=[
y=L

1,
12,

6.5,
22,

23,
33,

26,
56,

31,
32,

plt.plot(x,y,'y.—=")
plt.show()

des3(
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50 4

40

30 4

204

10

T T T
10 15 20

Usando varias fungoes

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np
def des3():
x=np.arange(0,5,0.1)

y=np.sin(x)
zZ=np.cos(x)
w=np.tan(x)

plt
plt
plt

T
25

T
30

.plot(x,y,'r',label="sen(x)"')
.plot(x,z,'g',label="cos(x)")
.plot(x,w,'b',label="tan(x)"')

plt.axis([0,5,-15,5])
plt.grid()
plt.title('principais £.
plt.legend()
plt.show()
des3()
principais f. trigonométricas
5.0
2.5
0.0
_25 -
_5‘0 -
_}"5 -
—10.0 A
— sen(x)
=125 1 — cos(x)
— tan(x)
-15.0

Grafico de pizza
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import matplotlib.pyplot as plt
def torta():
plt.pie([1,4,5,7,8],labels=["'0i"','dois"', "'tres"',
'quatro', 'cinco'],
explode=[0,0,0.2,0,0],shadow=True)
plt.show()
torta()

Com o seguinte resultado

oi

quatro

Este é um dos pacotes disponiveis no mundo Python para elaborar melhor
as saidas na forma grafica. Existem outros, vale a pena uma pesquisa no PyPi
(Python Package Index) .

O pacote a ser instalado é o matplotlib (pip install matplotlib) e ele exige
um monte de dependéncias (o python, numpy, além de indmeras outras, que
o instalador mesmo verifica).

Modos de uso

H& 2 modos de uso do pacote: usar a interface procedural pyplot ou usar
a API nativa da matplotlib, esta mais orientada a objetos. A primeira é
constituida por métodos (como xlabel, legend, etc) e elas podem ser usadas
de duas maneiras: se chamadas sem argumentos, devolvem o valor atual do
parametro e se se chamadas com parametros elas atualizam este valor. Veja
a seguir uma chamada usando este método:

Para criar um grafico simples, via métodos

# caogato

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

def caogato():
ca=[23,34,24,28,67,54,76,99,23,26,66,55]
ga=[11,28,26,39,56,77,81,89,56,66,45,69]
plt.plot(ca, 'r-',label="cdes"')
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plt.plot(ga, 'g-',label="'gatos"')
plt.legend()

plt.title('Cées e gatos em Curitiba')
plt.xlabel('ao longo dos meses')
plt.ylabel('milhares de animais')
plt.axis([0,11,0,1201])
plt.xticks(np.arange(12),('jan', 'fev', 'mar',
'abr','mai', 'jun','jul','ago','set','out',
'nov','dez'),rotation=30)

plt.text (5,100, 'més de /n cachorro louco')
plt.grid()
plt.savefig('c:/p/python/caogato.png')
plt.show()
caogato()

Caes e gatos em Curitiba
120

—— caes
més de —— gatos
100 cachorro louco

80

60

milhares de animais

40 A

20

0 ; ; ; ; ; . . . . .
\ _‘?{\ &3\1 ‘(@( a":"' d@. . _‘})-c\ .@. 3@0 69“ CP-"" cp-.; {3‘31,
ao lonao dos meses
No caso de usar a API, cada agao corresponde a dois métodos na API. Por
exemplo, no caso de xlabel, hd o método axe.set_xlabel para colocar
coisas 14 e o método axe.get_xlabel para recuperar o que tem la.

O método plot() Serve para plotar y versus x com linhas e/ou marcadores.
Vejamos alguns exemplos:

plot(y)

Marca os valores de y usando x os indices do array 0. .n-1. Veja um exemplo

def exeplol():
y=[12,3,50,33]
plt.plot(y)
plt.show()

Agora, x pode ser explicitamente estabelecido, através de pares x,y. Veja o
exemplo:
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def exeplo2():
x=[8,17,33,66]
y=[12,3,50,33]
plt.plot(x,y)
plt.show()

Um segundo conjunto de dados (x2,y2) pode ser desenhado junto

def exeplo3():
x=[8,17,33,66]
y=[12,3,50,33]
x2=[0,3,7,12]
y2=[33,88,55,77]
plt.plot(x,y,x2,y2)
plt.show()

Mas isto pode ser feito em duas chamadas a plot, com o mesmo resultado,
como em

def exeplod():

x=[8,17,33,66]
y=[12,3,50,33]
x2=[0,3,7,12]
y2=[33,88,55,77]
plt.plot(x,y)
plt.plot(x2,y2)
plt.show()

A formatagao das coisas pode ser feita com propriedades de Line2D ou com
palavras chave. Assim, ambos os valores abaixo terdo o mesmo resultado

>>> plot(x, vy, 'go--', linewidth=2, markersize=12)
>>> plot(x, y, color='green',6 marker='o',
linestyle="'dashed',
linewidth=2, markersize=12)

As cores sao: 'b’=Dblue, ’g’=green, 'r’=red, 'c’=ciano, 'm’=magenta, 'y’=yellow,
k’=black e 'w’=white. Os marcadores sao "’=ponto, ’o’=bola, 'v’=triangulo,
"=triangulo, '<’=triangulo, '>"=triangulo, 's’=quadrado, 'p’=pentagono, '*'=es-
trela, '+'=mais, 'x'=vezes, 'D’=diamante, 'd’=diamante estreito, ’|’=linha
vertical, ’_’'=linha horizontal, -’=linha sélida, ~’=linha picotada, ’-’=linha
ponto, "’=linha pontilhada (tem mais...)

Um exemplo bobinho

plt.plot([1, 2, 3, 471, [1, 4, 9, 16], 'ro')
plt.axis([0, 6, 0, 201])
plt.show()

ro significa 'red circles’. b- seria risco azul. r—- ¢é red dashes, bs é blue
squares e g~ é green triangles.
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20.0

17.5 1

15.0 1

12.5 1

10.0 A

7.5 1

5.0 1

2.5 A

0.0 T

Um exemplo de plotagem simples

x = np.linspace(0, 2, 100) # pontos espagados
plt.plot(x, x, label='linear')
plt.plot(x, x**2, label='quadratic')
plt.plot(x, x**3, label='cubic')
plt.xlabel('x label')
plt.ylabel('y label')
plt.title("Simple Plot")
plt.legend()
plt.show()
Simple Plot
8 1 — linear
—— guadratic
74 — cubic
6 .|
5 -
T
8 4
>
3 -
2 -
1 B
,U .|
000 025 050 075 100 125 150 175 2.00
X label

Plotando pontos Para plotar os pontos (1,1), (2,1), (1,-1), (-2,2) e (-2,-2)

deve-se fazer
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x=[1,2,1,-2,-2]
Y:[lyls_lszy_z]
plt.scatter(x,y)

Se quiser identificar os pontos faca

plt.text(1,1,"1"™)
plt.text(2,1,"2")
plt.text(1,-1,"3")
plt.text(-2,2,"4")
plt.text(-2,-2,"5")

Para desenhar os eixos

plt.vlines(x=0,ymin=-2.5,ymax=2.5)
plt.hlines(y=0,xmin=-2.5,xmax=5.5)

Finalmente, para conectar cada ponto a origem, faga

xdata=1ist ([0, 11])
ydata=[_ for _ in xdata]
plt.plot(xdata,ydata, 'b'")

xdata=1ist ([0, 21])
ydata=[_/2 for _ in xdatal
plt.plot(xdata,ydata,'r')

xdata=1ist ([0, -217)
ydata=[abs(_) for _ in xdatal
plt.plot(xdata,ydata,'g')

xdata=1ist ([0, -21)
ydata=[_ for _ in xdata]
plt.plot(xdata,ydata,'y")

xdata=1ist ([0, 11])
ydata=[-_ for _ in xdatal
plt.plot(xdata,ydata, 'm")

Para escrever algo no texto:

rho=u'\u03C1'

theta=u'\u03B8"'

print (rho)

plt.text(4,2.1,rho+"=1.41 \n"+theta+"=0.78",c='b")
plt.text(4,1.1,rho+"=2.23 \n"+theta+"=0.46",c="r")
plt.text(4,0.1,rho+"=1.41 \n"+theta+"=-0.78",c="m")
plt.text(4,-0.9,rho+"=2.82 \n"+theta+"=-0.78",c="'g"')
plt.text(4,-1.9,rho+"=2.82 \n"+theta+"=0.78",c="y")
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Eis o resultado deste programa:

141
0.78

T
Il

2.23
=0.46

[: -}y =]

p=1.41
8=-0.78

Para encerrar, uma dica preciosa: Para desenhar uma reta que va de P, =
(x1,y1) até Py = (x2,19), basta fazer

xd=[x1, x2]
yd=[yl, y2]
plt.plot(xd,yd,'r') # r=red

Tortas

import matplotlib.pyplot as plt
# Pie chart, where the slices will be
ordered and plotted counter-clockwise:
labels = 'Sapos', 'Gatos', 'Cdes', 'Esquilos'
sizes = [15, 30, 45, 10]
explode = (0, 0.1, 0, 0) # only "explode" t
he 2nd slice (i.e. 'Gatos')
figl, axl = plt.subplots()
axl.pie(sizes, explode=explode, labels=labels,
autopct='%1.1£%%"',shadow=True, startangle=90)

axl.axis('equal') # Equal aspect ratio

#ensures that pie is drawn as a circle.
plt.show()
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Esquilos

Gatos

Histogramas Desenha um histograma. Seu formato

hist(x, bins=None, range=None,
density=None, weights=None,
cumulative=False, bottom=None,
histtype=’bar’, align=’mid’,
orientation=’vertical’, rwidth=None,
log=False, color=None, label=None,
stacked=False, normed=None, hold=None,
data=None, **kwargs)

x pode ser um array ou uma sequéncia de arrays, que nao precisam ter o
mesmo comprimento.

Nota * * kwargs é aqui (como em todo o matplotlib) uma lista adicional (e
opcional) de palavras chave e argumentos que podem controlar mais aspectos
do que estd sendo pedido. Veja a documentacao, a respeito.

Veja um exemplo simplério:

import matplotlib.pyplot as plt
def histi():
x=[1,4,7,8,16,22,22,22]
plt.hist(x)
plt.show()
plt.savefig('hist2.png')
hist1()
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Uma observacao final, mas importante: Nos cdédigos Python a seguir trans-
critos, os dados de entrada do algoritmo estao escritos diretamente apos o
c6digo. Nao é a maneira mais ergonomica de construir uma eventual biblio-
teca (toolbox) de solugoes. Para este caso, seria melhor que cada algoritmo
fizesse a leitura individual dos dados. Fica para uma eventual evolucao destes
codigos. O que se fez aqui foi facilitar o uso ao maximo. Além disso, a colo-
cagdo dos dados junto ao codigo evita que os dados tenham ser redigitados a
cada novo teste do programa.
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Capitulo

Matlab e Octave

Embora a preferéncia do autor seja pelo ambiente Python, héd concorrentes
de peso no pedaco: Se nao houvesse alternativa freeware, a peleja estaria
praticamente decidida, mas ha: o Octave embaralha as pecas do jogo. Seja
como for, segue uma mini-apresentacao dos ambientes Matlab e Octave. Vai-se
personalizar a apresentacao para o Octave, mas ela vale para ambos.

7.1 Ambiente do Octave

A primeira abordagem ao uso do software é na forma de uma calculadora.
Para tanto, o Octave abre 3 janelas:

e A janela de comandos que é a usada para inserir comandos e dados
o Janela de graficos usada para mostrar graficos
« Janela de edi¢ao, que é aquela que permite definir programas/funcoes

Comecando pela janela de comandos, ao ficar disponivel ela sinaliza

>>

Ao lado deste prompt pode ser fornecido qualquer comando e ele sera pronta-
mente executado pelo Octave. Por exemplo

>> 22 * 10

Se o resultado nao for atribuido explicitamente a nenhuma variavel, o Octave
criard uma varidvel de nome ans (answer). Esta varidvel pode ser chamada
em expressoes futuras (embora nao seja boa idéia fazer isso). O Octave salta
uma linha entre o nome ans e o seu valor. Aqui essa linha serd omitida por
economia de papel.

A atribuicao de variaveis em Octave é proporcionada pelo sinal = como é
mais ou menos padrao no mundo do software. Nomes sao sensiveis a caixa
usada, portanto a # A.

Para criar um escalar escreve-se a = 12, para criar um vetor escreve-se
v = [1 2 3 4] e para criar uma matriz escreve-se m = [1 2 3; 45 6; 7 8 9].
Aqui o ; separa cada uma das linhas.

Em qualquer ponto da sessdao, uma lista das variaveis criadas pode ser
obtida pelo comando who (s6 os nomes) e com o comando whos (nomes e
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estruturas). Para saber o conteido de uma das varidveis, basta escrever seu
nome e teclar < enter >.

O operador dois-pontos, : é usado para gerar sequéncias. Colocado entre 2
numeros, gera a o conjunto de nimeros entre eles, com incremento unitario.
Se separar 3 numeros, gera a sequéncia entre o primeiro e o terceiro com o
incremento dado pelo segundo.

>> 2:5

ans = 2 3 4 5

>> 2:0.5:4

ans = 2.0000 2.5000 3.0000 3.5000 4.0000

[o)

% em resumo: inicio:incremento:final

Note que no exemplo acima usou-se o caracter % que denota comentdrio e nao
gera nenhum processamento no Octave.

As operagdes aritméticas em Octave sao +: adi¢do, —: subtracao e sinal de
negativo, *: multiplicagdo, /: divisao real, ": exponenciacao e \: divisao a
esquerda (definida apenas na dlgebra matricial).

Um detalhe importante é que o Octave espera trabalhar com matrizes.
Entao [1 2 3]1*[3 4 5]' éo produto interno entre o vetor linha [1 2 3]
e o vetor coluna [3 4 5]' que vale 26, neste caso. O vetor coluna é a
transposta (') de um vetor linha.

Igualmente pode-se obter o produto externo [3 4 5]' * [1 2 3]

>> [3 4 5]'" * [1 2 3]

ans =
3 6 9
4 8 12
5 10 15

A multiplicagdo de matrizes é também facilmente executada. Veja

>> a=[1 2 3 4;4 5 6 7]
a =
1 2 3 4
4 5 6 7
>> b=[1 2 3;4 5 6;7 8 9; 10 11 12]

70 80 90
136 158 180

As fungoes primitivas de Octave sdo inlimeras e possuem nomes como log,
exp, log2, logl0, sqrt, abs, sin, acos, tanh, round, ceil, floor, sum, min, max,
mean, prod, sort, sqrtm (se X = sqrtm(m) = X x X = A),...
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Foge ao escopo desta apresentacao indicar o que cada uma faz e como
opera. Uma saida facil é chamar help xxx onde xxx é o nome da fungao.
Este comando responde com uma boa explicagao.

7.2 Graficos

sao facilmente gerados veja por exemplo

>> x=[1 3 7 8 13]
>> plot(x)

O gréfico é gerado em outra janela (window) e pode ser manipulado facil-
mente Para melhorar o grafico podem ser emitidos os comandos usuais

>> title('grafico qualquer')
>> xlabel('valores de x')

>> ylabel('valores de y')

>> grid

Com o resultado
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grafico qualquer
14 T T

valores de y

O L L 1
1 2 3 4 5
valores de x

Eis um exemplo de geragao de um grafico

g=@(x) 5.1.7(1+x/8.55)-11;
x=3.9:0.01:4.1;

plot(x,g(x));
title('comportamento da fungdo')
grid

Com o seguinte resultado

comportamento da fungéo
03 T T

04 1 1 1 1
3.85 39 3.95 4 4.05 4.1

O Octave tem uma facilidade legal, a saber lookfor xxx que responde
com todas as referéncias a xxx. Faca uma experiéncia, execute lookfor graph
e vera todas as referéncias a graph. Um exercicio muito rico.
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7.3 Programacao

A maneira mais simples de executar algo em Octave é escrevendo um script.
Trata-se de um conjunto de comandos que ¢ digitado e salvo na janela edit.
Depois, na janela de comandos basta fornecer o nome com que o script foi
salvo e tudo que esta 14 serd executado como se tivesse sido digitado na janela
de comandos. A vantagem é 6bvia. O script pode ser executado tantas vezes
quantas se quiser simplesmente dando seu nome. Mais ainda, se algum erro
for detectado, ele pode ser corrigido diretamente na janela de edit, salvo de
novo e executado. Nao ha necessidade de reescrever todos os comandos a cada
execucao.

Outra funcionalidade é comegar o arquivo com a palavra function Depois
o formato do arquivo é

function saida = nome-funcdo(entrada)
saida=...
endfunction

Este arquivo obrigatoriamente devera ser salvo com o nome nome-fungdo.m
em um diretério que seja o acessado pelo Octave. Deste ponto em diante a
funcao criada passa a se comportar como se fosse primitiva do Octave. As
variaveis definidas dentro da funcao sao locais a ela e portanto nao existem
mais apés o final da execugao (ao contrario das varidveis definidas em scripts:
estas continuam existindo, sao globais).

Se houver mais de uma saida, a lista de seus nomes deve estar entre colche-
tes. Se houver mais de uma entrada, basta escrever seus nomes entre virgulas
dentro do parénteses.

Dentro da programacao podem ser usados os comandos especificos como

if condicgéo
[else

e ]

end

Condicao pode ser ==: igual, = nao igual, >: maior, < menor, >=: maior
ou igual, <=: menor ou igual, &: conectivo-e, |: conectivo-or.
Um lago pode ser emitido, como em

for indice = inicio:passo:fim

end

A variavel indice recebe o valor inicio. A seguir ele é comparado com
fim e se menor ou igual, o . . . é executado. Quando chegar ao final, indice
¢ incrementado com o valor passo e retorna-se ao inicio do bloco.

Outro lago pode ser com while como em

while condicgéao

end
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Aqui, a condicao é avaliada e se verdadeira, o ... é executada. Ao final,
retorna-se ao inicio do bloco. Pode-se colocar dentro do bloco um comando
break que forcard a saida incondicional do bloco.

Vale a referéncia de que estas estruturas (como em qualquer linguagem de
programagao) podem ser aninhadas umas dentro de outras. Uma fungao pode
chamar outras, que podem estar no mesmo arquivo.m ou em outros arquivos.m

7.4 Funcgoes andénimas

Uma funcao andénima ¢é usada para definir inline, sem precisar construir um
arquivo.m. Elas sao definidas diretamente na janela de comandos usando a
sintaxe

>> nome=@(parametros) expressao

Acompanhe o exemplo

>> pit=@(a,b) sgrt(a”2+b"2)
pit =

@(a, b) sgrt (a " 2 + b " 2)
>> pit(3,4)

ans = b

Foge ao escopo desta apresentacdo, mas fungoes podem ser passadas como pa-
rametros para outras fungoes generalizando muito a usabilidade do ambiente.
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Capitulo

Zeros de funcgoes

8.1 Isolamento de raizes

Suponha que precisamos usar o computador para resolver equacoes. Ja para-
mos para entender o que é resolver uma equacgao ? Conhece-se a forma geral
de uma equagdo y = f(z). Resolver esta equagdo vem a ser descobrir quais
os valores de = que fazem f(x) ser igual a zero. Se olharmos para o grafico,
veremos que busca-se o valor da abcissa x que determina o cruzamento da
curva de f(z) no eixo dos z.

Por exemplo, suponha-se precisar descobrir a raiz 11 do ntmero 1739 ?
Ou seja, qual o nimero que multiplicado por ele mesmo 11 vezes dd como
resultado 1739 7

Dizendo isso na forma matemaética, pode-se escrever z'! = 1739, ou melhor
ainda z'' — 1739 = 0. Com isso, chegamos ao ponto.

Antes de continuar, vale uma reflexdo: No ensino fundamental e médio
investiram-se milhares de horas de ensino e aprendizagem de matematica para
resolver intimeros tipos e classes de equagoes. Pode dar a impressao que depois
disso sabe-se resolver toda e qualquer equacao, Nada mais falso, a quantidade
do que nao se sabe é sempre muito maior do que aquilo que se sabe. Dai a
presenca de cdlculo numérico nessa altura da vida.

No material [Alm21], aula S3a, existe um exemplo f(z) = 82% + 222 — 10z
e 14 estd o grafico gerado por uma programacao Octave. Aqui, a equivalente
em Python

# exemplo de [alm21] s3a, pag.2
import matplotlib. pyplot as plt
import numpy as np
def f(x):

return 8*x**3 + 2*x**2 - 10*x
xl=np.arange(-2,2,0.01)
plt.plot(x1,f(x1),'b-")
plt.grid()
plt.show()

Com a geracao do seguinte grafico

89



40

20

20 4

T T T T
-20 -15 -1.0 =05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

O mesmo resultado pode ser obtido usando o pacote sympy, com a vanta-
gem de ter-se as raizes calculadas

# exemplo de [alm21] s3a, pag.?2

import matplotlib. pyplot as plt

import numpy as np

import sympy as sp

X=sp.symbols('x")

f=sp.symbols('f',cls=sp.Function)

f=8*x**3 + 2*x**2 - 10*x

print(sp.solve(f,x))

xl=np.arange(-2,2,0.01)

y1=[0.0]*1len(x1)

for i in range(len(x1l)):
yi[i]=f.subs(x,x1[1i])

plt.plot(xl,yl, 'b-")

plt.grid()

plt.show()

[-5/4, 0, 1]

Ainda no material citado hd um exercicio que pede manipular a funcao
f(z) = \/xr — 5e~* onde e é a constante de Euler. Determine g(x) e h(z) de
formar que f(z) + g(x) + h(z) ou seja para f(x) =0 = g(x) = h(zx). Esboce
f(x), h(z) e g(x). Supondo h(x) = /x e g(x) = H5e™* o seguinte programa
Python resolve nosso problema

import matplotlib. pyplot as plt
import numpy as np
import sympy as sp
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x=sp.symbols('x")
f,g,h=sp.symbols('f g h',cls=sp.Function)
f=x**0.5-5*sp.exp(-x)
g=x**0.5
h=5*sp.exp(-x)
print(sp.solve(f,x))
x1l=np.arange(0,4,0.01)
f1=[0.0]*1len(x1)
gl=[0.0]*len(x1)
h1=[0.0]*len(x1)
for i in range(len(x1l)):
fi[i]=f.subs(x,x1[i])
gllil=g.subs(x,x1[1i])
hi[i]=h.subs(x,x1[1i])
plt.plot(xl,gl,'b-")
plt.plot(x1i,hl1,'r-")
plt.plot(x1,£f1,'g-")
plt.grid()
plt.show()

[1.43044508899111]

e gera a seguinte imagem

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

8.2 Bisseccgao

Se se olhar o grafico de uma funcgao, ver-se-4 que no entorno da raiz, de um
lado a funcao é positiva, e do outro lado é negativa ou vice versa, ja que a
curva cruza o eixo x. Se a fungao for continua, é 6bvio. Este método comega
pela selecao de 2 pontos z, e x;, sendo que a funcao y = f(x) tém sinais
opostos nesses dois pontos. Gragas a essa constatacao, pode-se afirmar que a
raiz procurada esta entre x, e x,. Dizendo de outra maneira. O valor de x
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procurado, esta entre a e b. O Método da bisseccao vai dividindo o intervalo
a, b pela metade, questionando a seguir em qual das metades a curva cruza o
eixo e consequentemente o x esta. Descoberto isso, despreza-se a metade que
nao contém x. Levando este processo ao limite, descobre-se qual o valor de x
aceitavel para este problema. Em resumo, eis as etapas do método:

1. Arbitrar intervalo em [a, b] que compreenda a raiz.

Arbitrar um erro permitido €

Calcular z,, = (a +0)/2

Se f(a).f(x,) < 0 o novo intervalo sera
Se f(a).f(x;,) > 0 o novo intervalo sera

SOt W

(@, T

[Tm, ]

Enquanto o erro b — a > € voltar ao passo 3.

Seja um exemplo, calcular f = e® — sin(z) — 2 = 0 nos limites a = 1 e
b=1.25 com € = 0.01. No primeira etapa tem-se

Limite Superior: 1.25
Limite Inferior: 1
Tolerancia: 0.01

1.14250 1.0000 1.1250 0.1779
1.0625 1.0000 1.0625 0.0200
1.0625 1.0312 1.0312 -0.0534
1.0625 1.0469 1.0469 -0.0171
1.0547 1.0469 1.0547 0.0013

Raiz: 1.05078125
Erro: -0.0078125

Eis o programa Python que resolve este caso

import numpy as np
def bissec():

a=float(input("Limite Superior:
b=float(input("Limite Inferior:

tol=float(input("Tolerancia: "

print(" ----a —--—-—-b -—-—-xm
while np.abs(b-a)>tol:
xm=(a+tb)/2

fxm=np.exp(xm)-np.sin(xm)-2
fa=np.exp(a)-np.sin(a)-2
fb=np.exp(b)-np.sin(b)-2
if fa*fxm>0:
a=xm
else:
b=xm
print(':8.4£:8.4£:8.4f£:8.4f:
:8.4f:8.4f"' . format(a,b,xm, fxm
xm=(a+b) /2
print("Raiz: ",xm)
print("Erro: ",b-a)

bissec()
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-———fa --———fb --erro

0.5414 -0.4232 0.1250
0.4779 -0.4232 0.0625
0.0200 -0.4232 0.0312
0.0200 -0.0534 0.0156
0.0200 -0.01712 0.0078
ll))
ll))
))
——fxm ---fa ---fb -erro")
8.4f

,fa,fb,np.abs(b-a)))
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Uma implementacio mais elegante do mesmo c6digo, para a funcao 5.1'* 555 —
11, nos limites entre 3.9 e 4.1 pode ser

import numpy as np
def bissec(a,b,tol):
def fu(x):
return 5.1**(1+x/8.55)-11
while np.abs(b-a)>tol:
xm=(a+b) /2
print('a="',a,' b=',b,' xm=',6xm)
fxm, fa,fb=fu(xm),fu(a),fu(b)
if fa*fxm>0:
a=xm
else:
b=xm
xm=(a+b) /2
print("Raiz: ",xm)
print ("Erro: ",np.abs(a-b))
bissec(3.9,4.1,0.0001)

A mesma implementagdo em Octave:

function res=bissec(a,b,tol)
function r=fu(x)
r=5.1."(1+x/8.55)-11;
endfunction
while abs(b-a)>tol
xm=(a+b)/2;
fxm=fu(xm) ;
fa=fu(a);
fb=fu(b);
if fa*fxm>0
a=xm;
else
b=xm;
endif
xm=(a+b)/2;
endwhile
res=xm;
return
endfunction

8.2.1 Qualidades do método da bisseccao

e Sempre converge. Desde que o intervalo dado contenha a raiz, o método
acha a raiz.

o A cada interacao o intervalo é reduzido a metade. Dessa maneira pode-se
calcular o erro na solugao da equacao.
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8.2.2 Defeitos do método da bisseccao

« A convergéncia é lenta, ja que baseada apenas na divisao por 2 do inter-
valo.

e Se um limites estd proximo a raiz, a quantidade de interacoes é grande
até chegar na raiz.

e Se a f(x) toca o eixo x na raiz (como em f(x) = 2? = 0 o método
pode ser incapaz de achar os intervalos inferior x; e superior x, tal que
f(z;).f(zs) < 0. Veja a figura

fx)

e Se a f(z) tem uma singularidade (torna-se infinita) e inverte o sinal na
singularidade, como por exemplo em f(x) = % Entretanto aqui, a funcao
é descontinua e o teorema que informa que a raiz existe nao é aplicavel.

_

f(x)

S

Note que no exemplo acima, a funcdo f(z) = * = 0 ndo tem raiz, mas
. x
ela troca de sinal.

©75-22, Pedro Kantek 94 versdo de 28 de janeiro de 2022



8.3 Falsa Posicao
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O método comeca com uma analise do grafico da fungao nas proximidades
da raiz. Por semelhanca de tridngulos, pode-se obter a formulacao proposta.
Eis os passos do algoritmo:

Veja a seguir a solugdo da mesma equagao, (e

S e A

Arbitrar um intervalo [a, b] que compreende a raiz
Arbitrar e

Calcular z,, = %

Se f(a).f(x;,) < 0 o novo intervalo serd [a, z,,]
Se f(a).f(x;,) > 0 o novo intervalo serd [z, b]
Enquanto o erro f(x,,) > € voltar ao passo 3

T

mesmos intervalos do método anterior.

Limite inferior: 1
Limite superior: 1.25
Toler&ncia: 0.001

———-a ———- b -———xm --—-fxm ----fa
1.0463 1.2500 1.0463 -0.0184 -0.1232
1.0530 1.2500 1.0530 -0.0026 -0.0184
1.0540 1.2500 1.0540 -0.0004 -0.0026

Raiz: 1.0539728656764054
Erro: -0.0003663936835978099
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Eis o programa Python que resolve este caso

from numpy import *
def cordas():

a=float(input("Limite inferior: "))

b=float(input("Limite superior: "))
tol=float(input("Toleréncia: "))

fxm=1

print(" ----a ----b —-—-—-xm —--fxm ---fa ---fb -erro")

while abs(fxm)>tol:

fa=exp(a)-sin(a)-2
ftb=exp(b)-sin(b)-2
xm=((a*fb)-(b*fa))/(fb-fa)
fxm=exp(xm)-sin(xm)-2
if fa*fxm>0:

a=xm
else:

b=xm
print(':8.4£:8.4£:8.4£:8.4£:8.4¢f

:8.4f' . format(a,b,xm,fxm,fa, fb))

print("Raiz: ",xm)
print ("Erro: ",fxm)
cordas ()

A mesma implementacao mais genérica para este método, na funcao 5.11' 55 —
11 entre 3.9 e 4.1 pode ser

import numpy as np
def fp(a,b,tol):
def fu(x):
return 5.1**(1+x/8.55)-11
while np.abs(b-a)>tol:
xm=(a*fu(b)-b*fu(a))/(fu(b)-fu(a)) # cuidado com ()s

print('a="',a,' b=',b,' xm="',xm)
if fu(a)*fu(xm)>0:
a=xm
else:
b=xm
print("Raiz: ",xm)
print("Erro: ",np.abs(a-b))

£fp(3.9,4.1,0.0001)

8.4 Iteracao Linear

Este método merece ser estudado mais pelos conceitos que ele apresenta do
que pela sua eficiéncia computacional. Considerando uma f(x) continua em
[a,b] intervalo que garantidamente contém uma raiz da equagao f(z) = 0.
Neste método deve-se transformar a f(x) em um sistema formado por y = x
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e y = g(z) como se vé em

Ao fazer isto, transforma-se o problema de encontrar uma raiz de f(x) no
problema de encontrar um ponto fixo de g(x). Neste caso, g(z) é chamada
fungao de iteragao para f(x). H4 uma certa arte envolvida aqui na escolha de
g(x). A partir de uma aproximacao inicial zy pode-se gerar uma sequéncia
de aproximagoes a raiz pela relacao 11 = g(xy). A funcdo g(x) é chamada
funcao de iteragao.

Veja-se um exemplo. Suponha f(z) = 2® — 5x + 3 = 0. Para achar g(z)
deve-se estudar f(x) "isolando” um z do lado esquerdo para cada candidato
a g(x). Sao candidatos a g(z):

g(x) = =32
gla) = 257
g(x) = v/bx — 3
g(z) = =%

Nessa situacao, pode-se ter 4 casos de convergéncia a depender da derivada
convergéncia monotoénica: 0 < |¢'(z)| < 1
convergéncia oscilante: —1<|d'(z)| <0
divergéncia monotonica:  |¢'(x)| > 1
divergéncia oscilante: ld'(z)| < —1

se na figura a seguir os casos acima (adaptado de [Rug88])

primeira de g(z), a saber: Veja-

convergéncia monotdnica

¥y=x

X% Xy X

Ex x % X

divergéncia monotdnica
90
y=x
) o
! : \v--....._____ divergéncia oscilante
%0 " S

convergéncia oscilante

origem c:/p/python/calcnum.tex 97 criado em 23/12/21



Acompanhe mais um exemplo. Seja estimar 2% + 2x — 4 com € < 2 x 107!
no intervalo [1, 1.5].

A escolha de g(r) passa por
g(x) = “5* — ¢'(x) = == divergente pois |¢'| > 1
9(z) = 755 = 9'(x) = Grap convergente pois |¢/| <1

g(x) =4 -2z — ¢ (z) = Q\/Z—EW convergente pois |¢'(z)| < 1

A escolhida é g = /4 — 2z —oscilante ja que —1 < ¢'(z) < 0. O extremo
inicial zy = 1 pois |¢'(1)| < |¢/(1.5)] e a raiz desejada é x=1.31...

Mais um exemplo, este apenas pedagdgico: seja achar as raizes da equagao
2r? + x — 6. (por Béaskara, sabe-se que & = —3 e & = 2. Considerando
g(x) = 6 — 2%, Executando o método com o chute inicial 79 = 1.5
z1 = g(1g) =6 — 1.5 = 3.75
Ty = g(r1) = 6 — 3.75% = —8.0625
x3 = g(z2) = —59.003906
xy = g(x3) = —3475.4609
e como se pode ver esta série estd divergindo como se pode ver na figura

=X

&

AT 1\

Usando agora g(z) = v/6 — z, fica:
x1 = g(x9) = V6 — 1.5 = 2.12132
o = g(z1) = V6 — 2.12132 = 1.96944
x3 = g(x9) = 2.00763
xq = g(z3) = 1.99809
x5 = g(xg) = 2.00048 e a sequéncia estd convergindo para & = 2 como se
pode ver em

y=x

(p[)t)‘-—-—_._\__-
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8.5 Newton-Raphson

Este método comeca com a interpretagao geométrica da derivada. Lembrando,
Newton é um monstro da ciéncia. Entre outras coisas, ele criou o calculo
diferencial e integral, a teoria da luz, a gravitacao, as leis do movimento,
além de, no fim da vida ter — como funcionario publico — dirigido a casa da
moeda inglesa, pendurando na forca alguns falsarios delinquentes. Voltando
ao calculo diferencial, uma das interpretacoes da derivada de uma fun¢ao em
um ponto é a tangente da curva da funcao naquele ponto. Veja-se o que se
disse neste desenho

TANGENTE
A FUNCAO NO PONTO

tan(a) =
Xo =X
f gy = L)
Xo — N
gy =T )

Eis as etapas do método:

DO = W N

. Obter a derivada da func¢ao a resolver

. Arbitrar um ponto inicial zy para a funcao
. Arbitrar o erro €

. Calcular f(z¢) e df (xo)
. Calcular o “novo” x, x = xg — fz/dfx
. Se | fx| > e retornar ao passo 4

Por exemplo, seja calcular as raizes da mesma equagao acima que é e* —
sen(z) —2 = 0. A derivada é & = e” — cos(z). Obteve-se a seguinte tabela

.0565612
.0541318
.0541271

.0000000 -0.12318915634885141
0.00579321190120519
0.00001105001756940
0.00000000004045120
1.0541271241082415
4.0451197946822504e-11

Eis o programa Python que resolve este caso

from numpy import *
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def newtonil():
x=1
tol=0.00001
fx=exp(x)-sin(x)-2
dfx=exp(x)-cos(x)

print("  ———————-— X mmmmm fx - dfx")

print(":12.7f :20.17f :12.7f".format(x,fx,dfx))
while abs(fx)>tol:
x=x-fx/dfx
fx=exp(x)-sin(x)-2
dfx=exp(x)-cos(x)
print(":12.7f :20.17f :42.7f".format(x,fx,dfx))
print("Raiz: ",x)
print ("Erro: ",fx)
newtonl ()

Mais um exemplo baseado em similar de [Fra07], pag 77. Determinar, usando
o método de Newton-Raphson a menor raiz positiva da equacao 4cos x—e* = 0
com erro inferior a 1072, Para obter um valor inicial deve-se desenhar a funcao
em um grafico. Para isto, pode-se dividir a equagdao em duas mais simples,
chamadas y; e y. Note que para este procedimento usou-se apenas a f(z) =0
original. Fazendo y; = 4cos x e ys = € e colocando ambas no mesmo grafico
fica-se com (y; em azul e y, em vermelho)

T T T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 175 2.00

Claramente a intersecgao das duas curvas ¢ o ponto procurado (f(x) = 0)
ja que quando o valor de ambas y; ¢ igual, a subtracao de uma da outra da
0. Depois da anélise do grafico pode-se tomar zy = 1.0. Da equagao original
se obtém f(z) = 4cos © — €* elﬁﬁlﬂ = —4sen x — €”. A propoésito se tiver
dificuldade com a derivada, faca

IEste trecho foi singelamente escrito com math.cos(z) — math.exp(z) usando-se as constantes do pacote
math. Entretanto este procedimento da origem ao erro ”can’t convert expression to float” causado pela
mistura do pacote math (numérico) com o sympy (simbélico)
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import sympy as sp

def nr2():
f,g=sp.symbols('f g',cls=sp.Function)
x=sp.symbols('x")
f=4*sp.cos(x)-sp.exp(x)
g=sp.diff(f,x)
sp.pprint(g)

nr2()

Para obter a raiz, faca

import numpy as np
import math
def newt2():
x=1.0
tol=0.00000000001
ct=0
fx=4*math.cos(x)-math.exp(x)
dfx=-4*math.sin(x)-math.exp(x)
while abs(fx)>tol:
x=x-fx/dfx
fx=4*math.cos(x)-math.exp(x)
dfx=-4*math.sin(x)-math.exp(x)

print('%15.8f %$3.15f $10.8f ' %$(x,fx,dfx))
print('raiz = ',x)
print('erro = ',fx)
newt2 ()

Com o seguinte resultado

0.90843895 -0.020537584152596 -5.63462617
0.90479406 -0.000032822284591 -5.61661464
0.90478822 -0.000000000084398 -5.61658576
0.90478822 0.000000000000000 -5.61658576
raiz = 0.9047882178730188
erro = 4.440892098500626e-16

A mesma implementacio de y = 5.1'7s5 — 11 pode ser

import sympy as sp
def fex4d():
X,y,z=sp.symbols('x,y,z"')
y=5.1**(1+x/8.55)-11
z=sp.diff(y,x)
print(y) # deu: 5.1**(0.116959064327485*x + 1) - 11
print(z) # deu: 0.190554449091261*5,1**
(0.116959064327485*x + 1)
fexd ()
def fex5(vi):
def fx(x):
return 5.1**(1+x/8.55)-11
def dfx(x):
return 0.190554*5.14**(0.416959*x+1)

origem c:/p/python/calcnum.tex 101 criado em 23/12/21



eps=0.000001
velho,novo=vi,vi
while abs(fx(novo))>eps:
velho=novo
novo=velho-fx(novo)/dfx(novo)
print (velho,novo, fx(novo),dfx(novo))
print (novo)
fex5(4.0)
#4.0 4.033889086612887 0.00022857716830593233 2.096136670106631
#4.033889086612887 4.033780039730798 1.7394956586258559e-09
2.096093114186739
#4.033780039730798

O mesmo cddigo feito em Octave

function r=newt(vi)
function re=fx(x)
re=5.1."(1+x./8.55)-11;
endfunction
function re=dfx(x)
re=0.4190554*%5.1.7(0.116959*x+1) ;
endfunction
eps=0.000001;
velho=vi;
Nnovo=vi;
while abs(fx(novo))>eps
velho=novo;
novo=velho-fx(novo)/dfx(novo) ;
endwhile
r=novo;
return
endfunction

8.5.1 Problemas no uso de Newton-Raphson

o Divergéncia perto de pontos de inflexdo. Um ponto de inflexdo ocorre
quando a concavidade da curva muda. A condi¢do necessiria (mas nao
suficiente) é f”(x) = 0 Se o ponto inicial (ou algum ponto calculado) cair
perto deste ponto, o algoritmo pode divergir.

e Divisao por zero. Novamente, se um ponto gerar divisao por zero, ou por
proximo de zero, deixa de haver convergéncia.

e Proximidade a maximo ou minimo. Se houver esta proximidade o ponto
pode convergir para o maximo ou minimo ao invés da raiz.

« Salto entre raizes. Havendo varias raizes, deve-se escolher um valor inicial
proximo a uma raiz. Entretanto o método pode dar um salto e convergir
para outra raiz. (Veja-se [Kawl7], cap 3.4 para ver exemplos numéricos
destes problemas)
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8.6 Secante

Definigao: secante a uma curva é qualquer reta que cruza dois ou mais pontos
dessa curva. No contexto em que estamos, a secante — tangente a medida
em que xr — 0. Considerando que uma desvantagem do método de Newton-
Raphson é a necessidade de obter f’(z) pode-se contornar essa dificuldade
substituindo a derivada f’(x) pelo quociente das diferengas

f(o) — f(ar-1)

T — Tg—1

f(wg) =

onde x; e e x;_1 sdo duas aproximacgoes para a taiz. Sendo assim, no comego
do método sao necessarias duas aproximagoes para a raiz. A funcao de iteragao

fica f ()
oK) = T~ Fmrjey

Tp—Tk—1

ou simplificando

$k71-f(33k) - $k-f($k71)
f(iUk) - f(fb"kz—l)

0(T) = Tpyp1 =

Exemplo Usando o método da secante para calcular v/5. Fica z = v/5 e
> =5ex3—-5=0. Como 1> =1<5e2=8>5 araiz estd entre 1 e 2.
Usando estes valores como g =1 e z; = 2 fica

iter xy, fxy)

0 1 -4

1 2 3

2 1.57142  -1.11953
3 1.68789 -0.19117
4 1.71188 0.01674
5 1.70995 -0.00021
6 1.70997 0.000000

e v/5 ~ 1.70997

8.7 Misto

Trata-se da aplicacao em sequéncia do método de Newton-Raphson e da falsa
posicao, nesta ordem. Assim,

NR FP
T, "+,
2

O objetivo é garantir uma convergéncia mais rapida. Seja o exemplo: Calcular
22 + 3z — cos(x) — 2.45 = 0 no intervalo [0, 1] com & < 0.003.
NR
f'(z) =22+ 3+ sen(z) e f(x) > 0 para z € [0, 1]
f"(z) =2+ cos(x) — f"(x) > 0 para = € [0, 1]
sendo f(0) = —3.45, f(1) = 1.0097 e f"(x) > 0 entdo xy = 1 pois f(1) x

Ty =

f"(z) > 0.
NR — x1 = 0.8272 ¢ 0 extremos a trocar ¢ [0, 0.8272]
FP
2FP = q— L@ g = (8180 & = |0.8180 — 0.8272| = 0.0092 > ¢ o

f(®)=f(a)
extremo a trocar é [0.8180, 0.8272]
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NR

FP _ f@=fP)

Ty = xy" — Frry = 0.8200 e 0 extremo a trocar é [0.8180, 08200]. Pergunta:
Parar ? |zb7 — 20| < ¢ 7 Sim, entdo z4” = 0.8180 e a raiz procurada é

0.8180+0.8200 __
0.8180+0.8200 — (), 819

8.8 Mandando o sympy calcular

A rigor, este nem é um método a estudar, mas ja que se estd com a mao
na massa (em termos computacionais), a maneira de comandar a solugdo da
equacgao é

import sympy as sp

def resolver():
X,y=sp.symbols('x y')
y=5.1**(1+x/8.55)-11
z=sp.solve(y,x)
return z

print(resolver())

>> [4.033780038900931]

O Octave também possui seu processador simbolico, que na verdade é o
sympy. Entretanto, aqui a interface é a do Octave e nao a do Python. Eis
como seria solucionada a mesma equagao

pkg install -forge symbolic
pkg load symbolic

Syms X
x=5.1."(1+x/8.55)-11
y=solve(x)

eval(y)

>> ans = 4.0338
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Capitulo

Sistemas Lineares

The need to solve linear systems arises in an estimated 75% of
all scientific computed problems (Dahlquist & Bjorck in Numeri-
cal Methods, 1974).

9.1 Equacoes e Sistemas Lineares

Uma equagdo ¢ linear se cada um de seus termos contém nao mais do que
uma variavel e se cada variavel aparece na primeira poténcia. Por exemplo
3r 42y + 3z = 8 é linear, mas 3x + 2yz + 3w = 27 nao é, pois o segundo termo
tem yz e também 222 + 4y + 52 = 90 também nao é linear, pois aparece z2.

Vamos considerar n equagoes lineares com n incognitas e vamos nos referir
a esse conjunto como um Sistema Linear de ordem n. Uma solugdo para
tal sistema é um conjunto de n valores para as incégnitas, de maneira a que
quando esses valores substituem as varidaveis nas esquagoes, todas elas sao
simultaneamente satisfeitas. Por exemplo, o sistema

xr + y + z =1
rx — y — z =1
2v + 3y — 4z =9

tem a solugao x =1, y =1 e 2 = —1. Vocé pode verificar e se certificar disso
substituindo estas varidveis no sistema. O mesmo sistema também pode ser
escrito na forma matricial

1 1 1 T 1
1 -1 -1 Y = 1
2 3 -4 z 9

Para quem, como nés, conhece a multiplicagao matricial, o sistema acima
também pode ser escrito como

Ax =0,

onde A é chamada Matriz de Coeficientes, b é o termo independente e x é o
vetor solugao. Dado um sistema linear qualquer o mesmo pode ser classificado
em termos do nimero de soluc¢oes que ele admite:

o Sistema possivel com solucdo tnica. Por exemplo, seja

r + y = 6
r — y = 2

105



Este sistema, que pode ser representado na figura

admite uma unica solugdo, representada pelo ponto (4, 2).

« Sistema possivel com infinitas solu¢oes. Por exemplo, seja
r + y =

2 + 2y =

Como se pode ver na figura
4

N —

2 4

as solugoes sao infinitas (sobre toda a linha)
» Sistema impossivel, sem solucao. Por exemplo
r + y =
r + y = 4

Como se pode ver na figura, as retas sao paralelas e portanto nao tém
ponto comum.

—_
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9.2 Método de Escalonamento de Gauss

Também conhecido como método de escalonamento de Gauss, ele ¢ indicado
para sistemas densos (poucos zeros na matriz de coeficientes) é conhecido por
isso mesmo como sistema ndive (ingénuo) de Gauss. A presenca de zeros pode
dificultar ou inviabilizar a utilizacdo do método pela proibicao de divisao de
alguma coisa por zero.

Resolver um sistema linear A.xz = b é achar um sistema equivalente A".x =
b que tenha solucao imediata, ou pelo menos mais simples do que o sistema
original. Dois sistemas sao ditos equivalentes se, embora diferentes, tém a
mesma solucdo. As operagoes que sao realizadas sobre os sistemas e que nao
lhes alteram as solugoes, sao:

o Trocar uma linha (equagao) de lugar com outra.
o Multiplicar uma linha (equagdo) por uma constante
e Trocar uma linha por uma soma de 2 linhas

Seja por exemplo, resolver o sistema

r + 4y + 4z = 23
3r + 3y + =z 27
20 + 5y + 2z = 25

Passando para uma matriz mais simples

1 4 4 | 23
331 | 27
2 5 2 | 25

aplicando a terceira linha a propriedade que diz L3 = L3 — p.L; e escolhendo
p de modo que surja um zero na primeira posicao da linha, fica:2,5,2,25 —
p.1,4,4,23 e escolhendo p = 2, a nova linha passa a ser 0,—3,—6,—21 e a
matriz fica:

1 4 4 | 23
3 3 1 | 21
0 -3 —6 | —21
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aplicando a segunda linha a propriedade que diz Ly = Lo — p.Ly e fazendo
p = 3 para que surja um zero na primeira posicao e a linha fica: 3,3,1,27 —
p.1,4,4,23. Com p = 3, a nova linha fica sendo 0, —9, —11, —42 e a matriz
agora €é:

1 4 4 | 23
0 —9 —11 | —42
0 -3 —6 | —21

Finalmente, elimina-se o —3 na matriz acima de maneira a deixar a matriz
escalonada: Ly = L3 —p.Ls e fazendo p = 0.333333, a segunda linha fica sendo
0,0,—2.33333, —7 e a matriz escalonada agora é:

1 4 4 | 23
0 -9 —11 | —42
0 0 -—233333 | -7
Examinando a tultima linha, percebe-se que z = :5%%@ = 3. Levando este

valor para a linha anterior, acha-se y = 1 e levando os dois valores na primeira
linha, acha-se x = 7. Ou seja, o vetor {7,1,3} é a solucao procurada do
sistema. O algoritmo em Python que resolve este sistema é

def gauss(a,b):
n=len(b)
x=[0]*n
for passo in range(0,n-1):
for i in range(passo+i,n):
pivot=al[i,passo]/al[passo,passo]
for j in range(0O,n):
ali,jl=ali,jl-(pivot*al[passo,j])
b[i]=b[i]-pivot*b[passo]
x[n-11=b[n-1]/aln-1,n-1]
for m in range(n-1,-1,-1):
x[m]=b[m]
for j in range(m+1i,n):
x[m]l=x[m]l-alm, jI*x[j]
x[m]=x[m]/a[m,m]
return(x)
import numpy as np
a=np.array([[3.0,-1,1]1,[1,2,-17,[4,-2,-1]]1,float)
b=np.array([11.0,6,-5],float)
x=gauss(a,b)
print(x))

A seguir o mesmo codigo em Octave

function r=gauss(a,b)
n=length(b)
x=zeros(1,n)
for passo = 1:n
for i = passo+i:n
pivot=a(i,passo)/a(passo,passo)
for j=1:n
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a(i,j)=a(i,j)-pivot*a(passo,j)
endfor
b(i)=b(i)-pivot*b(passo)
endfor
endfor
X(n)=b(n)/a(n,n)
for m=n:-1:1
x(m)=b(m)
for j=m+1:n
x(m)=x(m)-a(m, j)*x(j)
endfor
x(m)=x(m)/a(m,m)
endfor
r=x
endfunction

O Python é espetacular Se seus dados forem complexos, o0 mesmo programa
acima os resolve. Veja-se por exemplo

a=np.array([[1+2j,-3j,5]1,[2+3],1+1j,1-171],

[4,27,3-2311)
b=np.array([10-16j,-5+127j,13+231)
x=gauss(a,b)

Note que o ntimero 1 4 j é escrito como 1+13j e ndo como 1+7j. A execugao
dard como resposta:

===== RESTART: C:/p/ufpr/ci202/gaussl.py =====

[[1.42.] -0. -=-3.j 5. +0.] ]
[0.+0.) 1.6 +5.8jF -7. +0. ] ]
[0.40.5 0. +0.j 5.4198895+1.9779005551]

[ 10. -16.] -17.84+39.6]
24.17127072-15.745856357]

[(2.999999999999999+47),

(2.0000000000000004+1.494200741594962e-1573),

(2.999999999999999-3.99999999999999967) 1]

Sendo que a resposta procurada é 3+4j, 2 e 3-4j.

9.3 Pivoteamento Parcial

Como se viu um dos problemas do método de escalonamento de Gauss é a
possivel divisao por zero durante o cdlculo do pivot. Para minimizar este
problema pode-se usar o pivoteamento parcial ou total.

O pivoteamento parcial consiste em analisar o sistema e no inicio de cada
passo de eliminagao escolher o ag, quem tiver o maior médulo entre os coefici-
entes que estao na coluna e abaixo de agi. Se necessario, as linhas ¢ e k devem
trocar de lugar. Isto nao altera o sistema original. Veja-se um exemplo: Seja
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o sistema

—0.3192; + 0.884x9 + 0.27923 =0
0.421z; + 0.78425 — 0.20723 =0
0.44871 + 0.832x9 + 0.193z3 =1

ou na sua matriz expandida

—0.319 0.884 0279 | 0
A= 0421 0784 —0.207 | 0
0448 0.832 0.193 | 1

Na primeira coluna, escolhe-se a linha de maior valor absoluto e troca-se de
lugar esta linha com a linha 1 e fica

0.448 0.832 0.193 | 1
A= 0421 0.784 —-0.207 | 0
—0.319 0.884 0279 | O

agora, é conduzida a eliminacao gaussiana e fica

0448 0.832 0193 | 1
A=1|0 0.002170 —0.3884 | —0.9397
0 1.476 04164 | 0.7121

O processo continua, agora na coluna 2. Fica de fora a linha 1. O maior valor
absoluto da coluna 2, esta na linha 3, e ela troca de lugar com a linha 2 e fica

0448 0.832 0193 | 1
A= 1|0 1476 04164 | 0.7121
0 0.002170 —0.3884 | —0.9397

triangulando agora fica

0.448 0.832 0.193 | 1
A=10 1.476 0.4164 | 0.7121
0 0 —0.3893 | —0.9412

Fazendo a retrosubstitui¢ao, acha-se a solu¢ao que é S = {1.561, —0.1997, 2.418}.

Com o processo de pivoteamento parcial, diminui-se possiveis pivos nulos e
consegue-se uma reducao nos efeitos cumulativos de erros de arredondamento
pois os pivos sdo os maiores possiveis em cada coluna gerando os menores
fatores multiplicativos, com a ocorréncia de arredondamento nos digitos menos
significativos.

9.4 Pivoteamento total

Neste processo, procura-se o elemento de maior médulo entre todos os ele-
mentos da matriz promovendo-se troca de linhas e de colunas, levando-se em
conta que

e a troca de linhas significa apenas troca de lugar de equac¢oes sem maiores
consequéncias e

e a troca de colunas significa trocar a ordem das incégnitas do sistema.
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Por exemplo, resolvendo o mesmo sistema acima, fica Seja o sistema

—0.3192; + 0.88429 + 0.27923 =0
0.421z; + 0.78429 — 0.20723 =0
0.448x; + 0.83229 + 0.19323 =1

ou na sua matriz expandida

—0.319 0.884 0279 | 0
0421  0.784 —0.207 | 0
0448 0.832 0193 | 1

T X2 xs

A:

Agora, busca-se o maior valor na matriz A e ele é encontrado na linha 3 e
coluna 2 (0.884). Acrescenta-se uma linha & matriz, indicando a ordem de
apresentacao das incognitas, que serda importante quando as colunas forem
trocadas.

Trocando-se linhas e colunas, fica

0.884 —0.319 0279 | 0O
0.784 0421  —0.207 | O
1

A=10832 0448 0.193 |
i) T XT3
triangulando, fica
0.884 —0.319 0.279 | 0
A_ |0 0.7039 —0.4544 | 0
— 10 0.7482  —0.06959 | 1

1) T xs3

Agora, busca-se o maior elemento na matriz, a partir da segunda linha e da
segunda coluna e ele é o valor 0.7482 (terceira linha, segunda coluna). Efetua-
se apenas troca de linhas, uma vez que na coluna a matriz ja estd naturalmente
pivotada. Fica

0.884 —0.319 0.279 | 0
0 0.7482 —0.06959 | 1
0 0.7039 —0.4544 | O

€2 x €3

e triangularizando, tem-se

0.884 —0.319 0.279 | 0
A- |0 0.7482 —0.06959 | 1
10 0 —0.3889 | —0.9408
) T Z3

retrossubstituindo, fica (lembrando que a ordem das incégnitas foi alterada):
S = {1.561,—-0.2002,2.419}. Vale a referéncia de poucos sistemas tém solugao
significativamente melhor com pivotacao total em relacao a solugao obtida
com pivotacao parcial. Nao foi este caso aqui resolvido, cuja solugao total é
equivalente a solucao parcial.

origem c:/p/python/calcnum.tex 111 criado em 23/12/21



9.5 Gauss-Jordan

Similar ao método de eliminagao de Gauss, mas ele prossegue até que a matriz
dos coeficientes seja transformada na matriz identidade. Nao ha o processo de
retrossubstituicao, uma vez que a leitura dos resultados g, x1, ..., x, é imediata
na ultima coluna da matriz expandida.

Vamos acompanhar o exemplo do sistema

21’1 + 7ZL'2 —f- 8[E3 —|— 4ZE4 = 43
21’1+$2+3[L‘3+l‘4 :16
—1271 — 1!13'2 + 25E3 + 31‘4 =24
2.’£1+21’2+IB3+$4 =9

ou na sua matriz expandida

2 7 8 4 :43
2 1 31 :16
A= -1 -1 2 3 :24
2 2 11 :9
Zerando a primeira coluna e
[[ 2. 7. 8. 4. 43. ]
[ O. -6. -5. -3. =27. 1]
[ 0. 2.5 6. 5. 45.5]
[ O. -5. -7. -3. -=34. 1]
e depois dividindo pelo elemento nao nulo, fica
[[ 1. 3.5 4. 2. 21.5]
[ 0. -6. -5. -3. =27. 1]
[ 0. 2.5 6. 5. 45.5]
[ 0. -5. -7. -3. -=34. 1]
A segunda coluna, fica
[[ 1. 0. 1.0833333 0.25 5.75
[ 0. -6. -5. -3. -27.
[ 0. 0. 3.91666667 3.75 34.25
[ 0. 0. -2.8333333 -0.5 -11.5
e divididindo pelo elemento nao nulo, fica
[[ 1. 0. 1.0833333 0.25 5.75
[ -0. 1. 0.8333333 0.5 4.5
[ 0. 0. 3.9166667 3.75 34.25
[ 0. 0. -2.8333333 -0.5 -11.5

A terceira coluna fica:

e e

e e

[[ 1 0 0. -0.78723404 -3.72340426]
[-0 1 0. -0.29787234 -2.78723404]
[ O 0 3.9166667 3.75 34.25
[ O 0 0. 2.21276596 13.276595741]1

e dividindo pelo elemento nao nulo, fica
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[[ 1. 0. 0. —-0.78723404 -3.72340426]
[-0. 1. 0. -0.29787234 -2.78723404]
[ 0. 0. 1. 0.95744681 8.74468085]
[ 0. 0. 0. 2.21276596 13.276595741]]

Finalmente a quarta coluna

[[ 1. 0. 0 0 1. ]
[ 0. 1. 0 0 -1. ]
[ 0. 0. 1 0. 3. ]
[ 0. 0. 0 2.21276596 13.276595741]]

e dividindo pelo nao nulo

(C 1. 0. 0. 0. 1.]

[ 0. 1. 0. 0. -1.]
[ 0. 0. 1. 0. 3.]
[ 0. 0. 0. 1. ©6.11]

e a resposta é imediata: S = {1,—1,3,6}. Eis o programa Python

# jordan

import numpy as np

def jordan(a):

t=len(a)
for i in range(t):
for j in range(t):
if it=j:
pivot=—a[j1[i]/a[i][i]
for k in range(t+1):
aljllk]l=aljllk]I+ali]l[k]l*pivot
alvo=al[i][i]
#print (a) tire os ####
#print('---") se quiser ver a construcao

for j in range(t+1):
alilljl=alilljl/alvo
#print(a) linha a
#print('-——————--—-———————— ')y linha
return a
a=np.array([[2.0,7,8,4,43],[2,1,3,1,16],
[-1,-1,2,3,24],[2,2,1,1,911)

print(jordan(a))

9.6 Fatoracao LU

No método LU, deve-se transformar a matriz A (dos coeficientes) em um
produto matricial L.U onde a matriz U (de Upper) é a prépria matriz A
devidamente escalonada (como visto no método de Gauss) e a matriz L (de
Lower) é uma matriz que contém unidades na diagonal principal, zeros acima
destas posic¢oes e que contém os pivots do método de Gauss abaixo da diagonal
principal.

i

1Qual o mais rapido: eliminacdo de Gauss ou LU ? Para um mesmo sistema de n equacdes e n incégnitas,
o gasto de CPU em ciclos de méquina (4 ciclos para adi¢do, subtragdo e multiplicagdo e 16 ciclos para
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Em termos esqueméticos, se comega com o sistema [A].{z} = {b}. A pri-
meira coisa a fazer é calcular L e U de modo que [L].[U] = [A]. Agora, fica
[L].[U].{x} = {b}. Separando esta expressdo, se faz [U].{z} = {y} e final-
mente [L].{y} = {b}. Ou seja, primeiro se calcula y em [L].{y} = {b} e depois
se calcula z em [U].{z} = {y}.

A principal vantagem deste método é separar o trabalho em 2 etapas: pri-
meiro o calculo de L e U e depois y e z. Para sistemas onde hé que se calcular
muitos 2’ em funcdo de muitos ', mantendo-se constante A — o que é a imensa
maioria dos casos, como se vera no exercicio da tomografia computadorizada,
este método adianta o “servigo” diminuindo o trabalho 14 na frente.

9.6.1 Condicgoes de existéncia

A decomposigao LU pode ser feita desde que det|A,,| # 0 paran = 1,2, ..., k—1
onde k é a ordem original de A. A; corresponde ao primeiro elemento de A.
Ay é matriz 2 x 2 do canto esquerdo alto de A.

5 2 1
Vejamos um exemplo, seja A= [ 3 1 4 | agora, A, =|5| e Ay = ’ g ? ‘
1 1 3

eodet(A)) =5codet(A2) =5x1—3x2=—1ambos diferentes de zero,
portanto A pode ser decomposta em LU = A.

9.6.2 Processo de obtencao de LU

Tudo comega olhando-se o seguinte esquema:

[L].[U] = [A]
1 00 ? 77 a b ¢
710 0?7 ?2|=1d e f
771 007 g h 1

Daqui, e usando-se a dlgebra matricial basica sai que u1; = a1, ou seja, que
a primeira linha de U ¢é igual a primeira linha de A.
A primeira coluna de L é (;; = - para (1=2,3...)
A segunda linha de U é ugj = agj — lo1 X uy;
A segunda linha de L é m e assim por diante.
Chega-se a seguinte formula(;ao
L e U podem ser calculado assim

Ujj = Q5 — E lig X ugg, ©<j
k=1

j—1
by = {ay =Y o xug | [ u,
k=1
Seja por exemplo, resolver o sistema

r + 4y + 4z = 23
3r + 3y + =z = 27
20+ Sy + 2z = 25

3
divisdo) nos dois métodos é o mesmo e é de gc = 8% +12n2 + %1) Mas claramente o método LU

é melhor. Simplesmente porque divide o trabalho em 2 e permite reaproveitar para a solu¢do de outras
instancias.
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Aqui, as matrizes L e U sao calculadas desta maneira:

1 00 777 1 4 4
710 07?72 =13 31
771 00 7 2 5 2
1 00 1 4 4 1 4 4
7?10 ).10??2|=(331
771 00 7 2 5 2
1 00 1 4 4 1 4 4
3 10).10?7?2 =331
2 71 00 7 2 5 2
1 00 1 4 4 1 4 4
310 0 -9 —-11 | =13 3 1
2 71 0 0 ? 2 5 2
1 0 O 1 4 4 1 4 4
3 1 0 0 -9 —11 | =13 3 1
2 033 1 0 O ? 2 5 2
1 0 O 1 4 4 1 4 4
3 1 0 0 -9 -11 =13 31
2 033 1 0 0 -233 2 5 2

# calculo de L,U conforme [FraO7=Calculo Numerico,
# Neide B Franco] pag. 126
import numpy as np
def lu(a):
t=1len(al01])
u=np.zeros((t,t),float)
l=np.zeros((t,t),float)
for i in range(0,t):
1[i,il=1
for i in range(0,t):
for j in range(0,t):
if i<=j:
s=0
for k in range(0,1i):
s=s+1[i,k]*ulk,j]
uli,jl=ali,jl-s
if i>j:
s=0
for k in range(0,j):
s=s+1[i,k]*ulk,j]
1[i,jl=(ali,jl-s)/ulj,j]
return(l,u)

1l,u=lu(np.array([[1,4,4]1,[3,3,1]1,[2,5,2]11]))
print (1)
print(u)
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A seguir o mesmo célculo em Octave

function [rl,rul=lu(a)
t=length(a)
u=zeros(t)
l=eye(t)
for i=1:t
for j=1:t
s=0
if i<=j
for k=1:1i
s=s+1(i,k)*u(k,j)
endfor
u(i,j)=a(i,j)-s
else
for k=1:j
s=s+1(i,k)*u(k,j)
endfor
1(i,j)=(a(i,j)-s)/ulj,j)
endif
endfor
endfor
rl=1
ru=u
endfunction

O céalculo de L e U podem ser feito usando-se os pivots e os multiplicadores
do método de Gauss, como se pode ver em

import numpy as np
def lual(a,b):
print('-————————- a-——————— ")
print(a)
n=len(a)
x=[0]*n
y=[01*n
L=np.zeros((n,n),float)
for passo in range(0O,n):
for i in range(passo+i,n):
pivot=al[i,passo]/alpasso,passo]
for j in range(O,n):
ali,jl=ali, jl-pivot*alpasso,j]
L[i,passo]=pivot
for i in range(0O,n):
L[i,i]=1
y[0]1=b[0]
for i in range(1i,n):
y[i]=b[1i]
for j in range(0,i):
y[il=y[il-L[i,j1*y[]]
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x[n-1]=y[n-1]1/a[n-1,n-11]
for i in range(n-1,-1,-1):
x[i]=yl[i]
for j in range(i+i,n):
x[il=x[il-ali,jI*x[]]
x[il=x[il/ali,i]

print('-————————- L ——— — ")
print (L)
print('-————————- Ym——————— )
print(y)
print('-————————- U—————— ")
print(a)
print('-————————- K ")
print(x)

import numpy as np
a=np.array([[1,4,4]1,[3,3,11,[2,5,2]]1,float)
b=np.array([23,27,25],float)

luail(a,b)

Como é de se esperar, ambos os métodos devem dar o mesmo resultado.
Uma implementagao mais genérica do célculo das matrizes L. L e U pode
ser

def lu(a):
t=1len(al01])
u=np.zeros((t,t),float)
l=np.eye(t,dtype=float)
for i in range(t):
for j in range(t):
s=0
if i<=j:
for k in range(i):
s=s+1[i,k]1*ulk,j]
uli,jl=ali,jl-s
else:
for k in range(j):
s=s+1[i,k]*ulk,j]
1[i,31=(ali,jl-s)/ulj,j]
return(l,u)

Lembrando que no pacote NUMPY esta 14 a multiplicagao matricial. Basta
fazer

al = np.array([[...],[...], .., float) e a2 = np.array([[...], [...], ...], float) e de-
pois print(np.dot(al, a2))

9.6.3 Determinante eficiente

Vale a observacao que calcular LU=A é uma das maneiras mais eficientes de
obter o determinante de uma matriz, uma vez que

det(A) = det(L).det(U) = uyy X ugg X ..U
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Antes de encerrar este tema, o codigo de [Jusl8| para o calculo das matrizes
L e U que vale pela sua concisao

import numpy as np
def fatoraLU(A):
U=np.copy(A)
n=np.shape(U)[0]
L=np.eye(n)
for j in np.arange(n-1):
for i in np.arange(j+1i,n):
L[i,j1=UL[i,j1/Ulj,]]
for k in np.arange(j+i,n):
U[li,k]=U[i,k]-L[i,j1*U[],k]
U[li,jl=0
return L,U
A=np.array([[1,4,4.01,[3,3,11,[2,5,211)
print(fatoralLU(A))

Vale a referéncia de que o pacote Numpy do Python nao tem a fungao LU
(embora seja facil calcular, como se viu acima) mas o pacote Scipy, subpacote
linalg, tem a funcdo scipy.linalg.lu que quando chamada devolve a
matriz P de permutacdo e as matrizes L e U.

9.7 Usando a matriz inversa

Relembrando pode-se ter |A| = |B|.|C| onde A é o resultado do produto
interno de B por C'. Algum mais desavisado pode langar mao do conhecimento
prévio de matematica e determinar que |B| = |‘ CI O mais préximo da divisao
matricial que se pode chegar é a chamada matriz inversa, que poderia ser
descrita como A™' = & e daqui sim que se pode escrever A.A™' =T onde [ é

a matriz identidade. A~! é a matriz inversa de A.

A matriz inversa ajuda a resolver sistemas lineares de maneira bastante
elegante. De fato, a maioria dos sistemas lineares reais tém uma matriz A
mais ou menos fixa (ja que ela reflete as interdependéncias das varidveis na
obtengao do resultado numérico final) e uma matriz B que varia de caso a caso.
Nos métodos anteriores, (Gauss, jacobi, LU...) este fato era desconsiderado e
a cada nova instancia do sistema tudo era recalculado, incluindo-se ai a matriz

A.

Agora, A gera a sua inversa A~! uma tnica vez. E dai, a cada novo B
apenas este é recalculado, usando-se o seguinte desenvolvimento:
A.x = B, multiplicando-se ambos os lados por A~! fica A~'. Az = A"1.B
e lembrando que A.A™! =1, ficax = A~'.B

O sistema
a1 $1+6L12 I2+...+(11n I = b1
a921 (L’1+CL22 x2+...+a2n Iy = bg
Am1 L1+ Qp2 T2 + ... + A Ty = bm
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¢é equivalente a seguinte equagao matricial

T by
a1 a1 ... Qip ) bQ
921 A2 ... Qop .

Am1 Am2 ... Amn
Ty, bm

no sentido de que toda solucao do primeiro é igualmente solucao do se-
gundo. Dessa maneira pode-se resumir qualquer dos sistemas acima na forma
matricial escrevendo

Axr =B

Propriedades
1. 86 existe A™! se det(A) # 0
2. A inversa da inversa é a prépria matriz (A71)" = A
3. (n- A" CATE
4. (AjAyAs. A = AV ATTATTATY
5. (A= (A1)
6. AA'=A"1 A=1T (em geral A.B # B.A)
7.1 =1
8 (A.B)!=B-LA

Formas de Calcular

sando a teoria Usando a teoria, dada uma matriz como por exemplo

QJ

5
3
ma possibilidade é querer encontrar escalares x, y, z e w para os quais
D Ty 10
3 zZ w 01)°"
r+5z 3y+d5w ) (10
r+3z 2y+3w ) \ 0 1

. . . 3r+5z=1 3y+ow =20
ou ainda equacoes que satisfacam

204+32=0 “ ) 2y+3w=1

Resolvendo estas equacoes, acha-se a matriz inversa que é ( : 9 g )

Usando determinantes Outros métodos (extraidos do excelente site
http://mathworld.wolfram.com) vao a seguir descritos: Dada uma

: b . ,
matriz 2 x 2 representada por A = Z g |» & inversa é dada por
d —b d —b
-1 _ 1 _ 1
A7 = Al —¢ a | adbc| —¢c q

Para uma matriz 3 x 3 veja 14 no site, que o espaco aqui é muito pequeno.
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Usando Gauss-Jordan Neste método escreve-se a matriz da qual se quer
achar a inversa ao lado esquerdo da matriz identidade, formando este arranjo
(matriz escalonada reduzida por linhas).
aiq ... Aip 10...0
[AI] _ agy ... Aoy 01..0

Apl +vv Gpp |00 .0 1

Aplicam-se agora a este arranjo as técnicas de eliminagao de Gauss, sobre o
10...0 b11 bln
. : . . 1...0|by ... b
conjunto todo, de maneira a ficar com o seguinte arranjo 0 0] b2 2n

00...1|bp1 .. bun

Neste ponto, a matriz (b;;) ¢ a matriz inversa de A. Ou seja A™' = B e
também AB = [.

Usando cofatores Dada a matriz A, a sua inversa pode ser calculada pelo
processo dos cofatores. Vejamos como.
1 _
A7l = A
det(A)

onde A é a matriz adjunta de A.

A matriz adjunta de A é a matriz transposta da matriz dos cofatores de A.
Para calcular os cofatores C;; faga

Oy = (1) det(X)

onde a matriz X é a resultante de A quando sao eliminadas as linhas 7 e j da
mesma.

Por exemplo seja A =

NN
— O N
— Ot W

O determinante de A = det(A) = 17. Agora vao-se calcular os cofatores:

e Linha 1 coluna 1

1z 3

A=12 0 5| =D x[(0x1)—(1x5)]
2 11

=1x-5=-5

e Linha 1 coluna 2
r 2 3

A=112 @ 5 :(—1)1+2><[(2><1)—(2><5)]
2 11

=—-1Xx-8=28

e Linha 1 coluna 3

r 2 3

A=]20 3| =(1)"x[2x1)—(2x0)]
2 1 71

=1x2=2
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e Linha 2 coluna 1

r 2 3
A=120 3| =(-1)"x[2x1)—(1x3)]
721 1
= 1x-1=1
e Linha 2 coluna 2
1 23
A= 20 5| =(-1)"2x[1x1)—(2x3)
2 11
=1x-5=-5
e Linha 2 coluna 3
1 2 3
A= |20 3| =(-1)Px[1x1)—(2x2)
2 1 7/
=—-1x-3=3
e Linha 3 coluna 1
1 2 3
A=12 0 5| =(=1*"1x[2x5)—(0x3)
2 11
=1x10=10
e Linha 3 coluna 2
1 23
A=12 0 5| =(-13?x[(1x5)—(2x3)]
2 11
= —1x-1=1
e Linha 3 coluna 3
1 2 3
A=12 0 3| =10 x[1x0)—(2x2)]=1x-4=—-4
2 X1
-5 8 2
A matriz dos cofatores é: A = 1 -5 3
10 1 —4
-5 1 10
e a sua transposta: A = 8 -5 1 que dividida por 17 da
2 3 -4

array([[-0.29411765, 0.05882353, 0.58823529],
[ 0.47058824, -0.29411765, 0.05882353],
[ 0.114764706, 0.17647059, -0.2352941211)

Para ter certeza:

>>> g

array([[-0.29411765, 0.05882353, 0.58823529],
[ 0.47058824, -0.29411765, 0.05882353],
[ 0.14764706, 0.17647059, -0.23529412171)

>>> b=np.array([[1,2,3]1,[2,0,5],[2,1,111)
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>>> Db
array([[1, 2, 31,
[2, 0, 51,
[2, 1, 111)
>>> print(np.dot(a,b))
[[ 9.99999990e-01 -1.00000001e-08 -1.00000001e-08]
[-2.77555756e-17 1.00000001e+00 -1.80411242e-16]

[ 0.00000000e+00 0.00000000e+00 1.00000001e+0011]
>>>

Nao parece muito, mas se vocé olhar com cuidado vera que é a matriz identi-
dade em sua modalidade float. Logo, cqd ou ged.

Usando LU Relembrando a decomposicao LU, para um exemplo ja feito
em exercicio passado:

3 4 -9 1 0 O 3 4 -9
A=LU=| 2 1 2 =1 0666 1 0 |.] O —1.666 8
7 -1 1 2333 6.2 1 0 0 —27.6

A inversa pode ser calculada coluna a coluna, fazendo-se a multiplica¢ao
de L por um vetor coluna {dl1,d2,d3} obtendo como resultado a matriz co-
luna {1,0,0}. Depois, seguindo-se o método, multiplica-se a incégnita por
U obtendo este resultado (Lembre-se do método LU). O resultado final deste
sistema sera a primeira coluna da matriz inversa procurada. Acompanhe:
L.Adl,d2,d3} = {1,—0.6666,1.79999} Agora, deve-se calcular U.x = d o que
resulta {0.02173913, 0.08695652, —0.06521739} que é a primeira coluna da ma-
triz inversa procurada.

A segunda coluna é obtida fazendo-se L.d = {0,1,0} e fica d = {0,1, —6.2}
Agora U.x = d e fica x = {0.03620637,0.47828000, 0.22463768} que é a se-
gunda coluna da matriz inversa. Finalmente, a terceira coluna L.d = {0,0, 1}
e fica d = {0.12319768, —0.17392000, —0.03623188} e a matriz inversa ¢é

array([[ 0.02173913, 0.03623188, 0.12318841],
[ 0.08695652, 0.47826087, -0.17391304],
[-0.06521739, 0.22463768, -0.0362318811)

o que pode ser confirmado multiplicando-se esta matriz por A o que resultara
na matriz identidade.

Usando pacotes computacionais

APL Dada a matriz A, sua inversa ¢é facilmente calculavel. Acompanhe

A<3 3p3 4 "9 2127 11

HA
0.02173913043 0.03623188406 0.1231884058
0.08695652174 0.4782608696 ~0.1739130435
~0.0652173913 0.2246376812 0.03623188406

MATLAB A funcao é Y=inv(X). Acompanhe

X=[1 0 2; -1 5 0; 0 3 -9]
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Y=inv (X)

Y
0.8824 -0.1176 0.1961
0.1765 0.1765 0.0392
0.0588 0.0588 -0.0980

Python-Numpy O pacote Numpy é o de computagdo numérica no Python.

>>> import numpy as np

>>> A=np.array([[1,0,2],[-1,5,0]1,[0,3,-911)

>>> A

array([[ 1, 0, 21,
[-1, 5, 01,
[ 0, 3, -911)

>>> B=np.linalg.inv(A)

>>> B

array([[ 0.88235294, -0.11764706, 0.19607843],
[ 0.47647059, 0.47647059, 0.039215691],
[ 0.05882353, 0.05882353, -0.0980392211)

Python-Sympy O pacote Sympy é o de computacao simbdlica.

>>> import sympy as sp
>>> a=sp.Matrix([[1,0,2],[-1,5,0]1,[0,3,-911)
>>> a

Matrix ([
[ 19 O’ 2]5
[_19 55 O]s

[ 0, 3, -911)

>>> a.inv()

Matrix ([

[15/47, -2/47, 10/5117,
[ 3/17, 3/17, 2/5117,
[ 4/47, 1/47, -5/5111)
>>> ag.inv().n()
Matrix ([

[ 0.882352941176471, -0.117647058823529, 0.1960784313725491,
[ 0.176470588235294, 0.176470588235294, 0.0392156862745098],
[0.0588235294117647, 0.0588235294117647, -0.098039215686274511)

Matrizes Inversiveis

Diz-se que uma matriz quadrada é inversivel se existe uma matriz B com a
propriedade de que AB = BA = I onde I é a matriz identidade.

A matriz B inversa de A é tinica se existir. A matriz inversa de A é indicada
por A=, Note-se que a relacdo acima é simétrica, pois se B é a inversa de A
entdo A também é inversa de B.

Para que serve a matriz inversa ?

Intimeras aplicagoes, mas vamos focar aqui na solucao de sistemas lineares.
Dado o sistema Ar = B, a matriz A é a dos coeficientes. Se vocé calcular
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a inversa A~!, poderd resolver intimeras instancias do mesmo sistema, sem
outra preocupacao, ja que A~! x B = x. Vamos ver um exemplo do que se
diz aqui. Seja um sistema, dado por
r+2y+z =
r—y+=z =
oT + 2 =
Escrito na forma matricial, o sistema fica Arx = B, onde A é a matriz
3 2 1
1 -1 1
5 0 1
-0.1 -0.2 0.3
Calculando a matriz inversa desta, obtém-se: 04 -02 —-0.2
0.5 1 =05
Agora, a solugdo para a instancia onde B = {10, 2,8} é obtida fazendo-se
A7 x B que d4 os valores ¢ = 1,y = 2, 2 = 3. Para outra instancia cujo B seja
{30, —1,26}, ao fazer a mesma multiplicacdo, obtém-se z =5,y =7,z =1 e
assim por diante.

Um processo de calculo

Este exemplo pede que vocé implemente o algoritmo de Gauss-Jordan para
calculo da matriz inversa e depois o aplique a uma matriz de ordem suficien-
temente alta para desencorajar o cdlculo manual da mesma. Relembrando as
etapas, vocé deve:

1. Escrever a matriz A e ao seu lado a matriz I.

2. Aplicar operagoes elementares com linhas a A visando transforméa-la em
1.

3. Aplicar rigorosamente as mesmas operagoes sobre a matriz ao lado.

4. Quando A tiver se transformado em [, a matriz que era originalmente [
se transformou em A1,

5. Para conferir, faca a multiplicacdo matricial entre A e A~L. Tem que dar
I.

Vamos aplicar este processo ao sistema acima descrito. O objetivo é pro-
duzir um zero no coeficiente do = na segunda equacao: Para isso:
a[1]]] = a[1][]+a[0] x (—a[1][0]/a[0][0]) onde a notagao a[1][] deve ser entendida
como a aplicagdo da operagao a toda a linha [1] da matriz a. Mas, atengao:
isto nao vale no Python. La, tem que ser por extenso.

Note-se também que o fator (—a[1][0]/a[0][0]) é o mesmo para toda a linha
e portanto deve ser calculado antes e preservado durante todo o ciclo. O
algoritmo vai chamar este fator de pivot e ele vai ser previamente calculado e
guardado.

para calcular o zero no coeficiente de x na terceira linha, o comando
¢ a[2][] = al2][] + a[0] x (—a[2][0]/a[0][0]).

Para a segunda coluna, comecga-se achando o zero na primeira linha. O
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comando agora é

al0]]] = a[0][] + a[1][] x (—a[0][1]/a[1][1]) e depois
al2][] = a2][] + a[1][] x (=a[2][1]/a[1][1]). A terceira coluna &
al0]] = %]H al2][] x (= a[O]FJ/ al2][2])

a[l][} = a[U]] + a2][] x (=a[1][2]/a[2][2]).

Com estas operagoes, os zeros foram alcangados. Agora basta transformar os
elementos da diagonal principal na unidade. As operacoes sao:
al0][] = a[0][]/al0][0], a[1][] = a[1][l/a1][1] e a[2]]] = a[2][}/a[2][2].

Note que nao houve preocupacao em determinar se a matriz A é inversivel.
Isto foi deixado para nao complicar demais o algoritmo. Fica como desafio
para os mais corajosos.

Eis o algoritmo:

import numpy as np
def cami(x):
# x e a matriz de ordem ta de quem
# se quer obter a inversa
ta=len(x[0])
y=np.identity(ta,float) #tem 0, na dp tem 1
i=0
while(i<ta):
j=0
while(j<ta):
if (jl=i):
pivot=-x[jI1[1i]1/x[1i]1[1i]
k=0
while k<ta:
x[j1lk]l=x[j1[k]+x[i][k]*pivot
y[31lk]1=y[j1[kI+y[il[k]*pivot

k=k+1
j=j+1
alvo=x[i][1i]

k=0
while k<ta:
y[illk]l=y[il[k]/alvo
x[1iJ[kI=x[i]l[k]/alvo
k=k+1
i=i+1
return y;
a=np.array([[2.1, 3.2],[4.3,5.4]],float)
b=cami (a)
print (b)

Um exemplo Para vocé testar seu algoritmo, use-o nesta matriz:

59 57 44 42 65 23 47 66 78 71
94 36 83 17 12 86 4 92 43 95
12 61 18 10 94 45 94 81 30 76

9 49 92 22 90 22 27 6 21 26
31 45 96 26 26 75 59 39 47 98
3327 9 94 29 5 49 68 9 33
61 81 17 18 61 74 16 37 34 45
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64 85 46 74 49 81 69 20 18 59
17 54 66 65 94 54 76 54 30 776
68 91 61 89 6 57 35 92 52 80

Aqui a resposta devera ser

.01666 .02144 .00355 -.00554 -.04328 -.03519 -.03828 .03334 .01739
.04345 .01914 .009514 -.01430 -.08069 -.08932 -.06358 .04098 .05929

-.00062 -.00404 -.01100 -.00480 .00165 .00610 .00527 -.00364 .01265
.00908 .01192 -.00185 -.00722 -.03673 -.03242 -.02033 .01253 .03801

.06722 .09440 .00508 -.08773 -.28924 -.31585 -.24089 .14264 .27209

Em um sistema linear, informa as respostas a determinados estimulos, ou
seja funciona para entender as inter-relacoes de partes componentes. Sempre
que um sistema linear for derivado de uma lei de conservacao (massa, forga,
calor, momento, carga, quantidade de bits, ...). Neste caso, uma tnica equagao
pode ser escrita em cada ponto do sistema, resultando em um conjunto de
equacoes que que define as propriedades do sistema. Em A.x = B, z sao
os niveis da propriedade sendo balanceada em cada parte do sistema. B
contém os elementos do balango que sao independentes do comportamento
do sistema — sdo constantes. Em muitos casos, sdo os estimulos externos. A
matriz A contém os parametros que expressam como as partes do sistema
interagem ou sao acopladas. Como se viu, a solugdo de A.x = B pode ser
escrita como x = A~1.B. Da multiplicacao de matrizes, pode-se dizer: z; =
ayb1 +ajy by +ags bs (com formulacdes semelhantes para os demais ;). Daqui
vé-se que a matriz inversa, além de fornecer uma solucao, mostra a resposta
de uma parte do sistema a um estimulo unitario de qualquer outra parte do
sistema. A conclusao é que a;jl representa o valor de x; causado por uma
quantidade unitaria de b;.

9.8 Gauss-Jacobi

Este método ¢ iterativo, ou seja, nao exato, ja que parte-se de um valor atri-
buido inicial e mediante buscas locais sucessivas, o0 mesmo converge para a
resposta correta. A diferenca entre o resultado sugerido e aquele real, é de-
nominada erro, e pode ser tornada tao pequena quanto se queira. O método
entretanto tem um senao, que é um critério de convergéncia bastante rigido.
Se nao obedecido o algoritmo nao converge para a resposta correta, e portanto
o método ¢é inutil.

Considere A.x = b um sistema de equagoes lineares de ordem n e cujo
det(A) # 0. A maneira extensa de escrever tal sistema é

a1ty + apry +..+ apx, = b
911 + 99T ...+ Aoy = bQ
A1 + QpoTo +...4+ G, = bn

A matriz A dos coeficientes, pode ser decomposta em A =L + D + R, onde

L é a matriz inferior de A (o resto é zero)
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.00614
.04586
-.01299 -.01160 .00040 .02405 .04808 .05005 .03034 -.02125 -.04923 -.
.00052
.00633
-.04554 -.05485 -.01058 .03782 .17440 .17987 .15199 -.08849 -.13871 -.
-.01941 -.03323 .00783 .02992 .10479 .11100 .07445 -.03744 -.10593 -.
-.02700 -.02597 .00479 .02832 .09002 .10399 .07709 -.05417 -.08656 -.
-.02273 -.05918 -.01267 .03639 .16686 .16698 .13858 -.08701 -.13690 -.
.12086

01706

07298
04658
03329
06634



D é a matriz contendo apenas a diagonal principal de A, o resto é zero.
R ¢é a matriz superior de A (o resto é zero)

Veja por exemplo, se

1 2 3 000
A=\ 4 5 6 L=1400],

78 9 78 0

1 00 0 2 3
D=1050]|],R=10206

009 000

Supondo det(D) # 0, pode-se escrever: (L + D + R)x = b e daqui Dz =
—(L+R)z+b. ex=—D"L+ R)x+ D '. Chamando B=—D"*(L+ R)
e g = D71.b obtem-se a equacio geral deste método que é

r=DBx+g

. Note que é uma equacao recursiva (ou iterativa) ja que o x aparece nos 2 lados
da mesma. A idéia aqui é atribuir um valor a = e com ele calcular um novo =,
que ¢ jogado no lugar do x velho e gera um novo z e assim sucessivamente até
haver a convergéncia esperada (de antemao). Como supusemos det(D) # 0
pode-se dividir cada equagao do sistema pelo coeficiente da diagonal principal,
resultando

A" =L"+1+ R

Agora o processo iterativo pode ser definido como
" = (L + R)a" + b
onde os elementos de L*, R* e b* sao:

l;j* ==L se i > j e zero sendo
17

d;j = a;j se i = j e zero senao

. Qi ;i . . ~
rij* = L se 1 < j e zero senao

[£7%)
(£273
Critérios de convergéncia
Depois de dividida a matriz pelo elemento da diagonal principal, deve-se ter
o critério das linhas que diz

n

*
MaAT1<i<n E lai;| <1
J=1j#i
OU entao o critério das colunas que diz

n

*
maxri<j<n E |a’7lj| <1
i=1,i#]

Note que qualquer um dos dois critérios sendo satisfeitos, isso garante que o
sistema tem convergéncia.
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Definindo uma matriz como estritamente diagonalmente dominante se

n

Z |aij| < |al

j=1,j#i

e se A ¢é estritamente diagonalmente dominante, entao A satisfaz o critério das
linhas, e o sistema converge. Entdo, um bom critério de convergéncia pode

ser
n

mari<i<n Z |CLL]~* <1
j=Lj#i
Note que eventualmente, uma equacao pode mudar de lugar, sem que o
sistema se altere. Este fato pode e deve ser considerado na analise de conver-
géncia.

Exemplo

Seja resolver o sistema abaixo, usando o método de Jacobi

10z + 2y + 2 = 7
r + 9y + =z = -8
2 + 3y + 10z = 6

com z° = (0.7,—-1.6 € 0.6)" e € < 0.11.

Convergéncia ?

laiz| + |ais] < |ai1| 7 ou |2| +|1] < [10] 7 R: sim
lag1| + |ags| < |age| ? ou |1 + |1] < |5] 7 R: sim
lasi| + |ase| < |ass| 7 ou |2| + [3] < |10] 7 R: sim
logo, o sistema convergird!

Solucao

Dividindo cada equacao pelo elemento da diagonal principal, fica

r + 02y 4+ 0.1z = 0.7
02z + vy + 02z = —-16
02 + 03y + =z = 06

Apenas para ilustrar o critério das linhas para testar convergéncia (desneces-
sario no caso, ja que ja vimos que o sistema converge, mas em tese...)

lats| + |ajs| =10.2| +0.1] = 0.3 e

las,| + |ass] = [0.2] +[0.2] =04 e

lag,| + |ai,] =(0.2] +(0.3] = 0.5 e

= ma$1§i§n(0.3,0.4 05) =05<1

Iteracoes

ol = —0.2yF — 0.12% + 0.7
Yyt = —0.22F — 0.22F — 1.6
2= —0.22%F — 0.3y% + 0.6
Comegando com (0.7, —1.6, 0.6) obtemos uma primeira aproximagao que é
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(0.96, —1.86, 0.94) e jogando estes novos valores na férmula iterativa, obtem-
se:

z — 0.7, 0.96, 0.978, 0.9994, 0.9979
y— —1.6, —1.86, —1.98, —1.9888, —1.9996
2 — 0.6, 0.94, 0.966, 0.9984, 0.9968

O critério de parada pode ser

max(x*t1 — 2%) < e. No exemplo acima 0.0108 < 0.011. Ou seja, neste caso,
a solucado procurada é x = 0.9979, y = —1.9996 e z = 0.9978. Salta aos
olhos neste caso que se a tolerancia for um pouco menor, a resposta exata sera
encontrada que é (1,—2,1). Basta lancar este resultado no sistema original
que a exatidao sera confirmada.

Solugao Python

#jacobi
def jacobi(a,b):
import numpy
n=len(a) #numero de linhas de a
# len(a[0])=colunas de a
xvelho=numpy.zeros((n),float)
erro=numpy.zeros((n),float)
xnovo=numpy.zeros((n),float)
f=numpy.zeros((n,len(al[0])),float)
d=numpy.zeros((len(a[0])),float)
tol=0.1
for i in range(0O,n):
for j in range(0O,n):

if i==j:
f[i,j1=0
else:

fli,jl=-ali,jl/ali,il
for i in range(0O,n):
dlil=b[il/ali,i]
erromax=tol+1
while erromax>tol:
for i in range(0O,n):
xnovo[i]=0
for k in range(0O,n):
xnovo[i]l=xnovo[i]l+f[i,k]*xvelhol[k]
for i in range(0O,n):
xnovo[i]l=xnovo[i]+d[i]
for i in range(0O,n):
erro[i]l=abs(xnovo[i]-xvelho[i])
erromax=erro[ 0]
for i in range(1,n):
if erro[i]l>erromax:
erromax=erro[i]
for i in range(0O,n):
xvelho[i]=xnovo[i]
return(xnovo)
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import numpy

# para usar facga:

# a=numpy.array([[10,7,31,[1,5,4]1,[3,5,9]11,float)
# b=numpy.array([22,33,44],float)

# print(jacobi(a,b))

9.9 Gauss-Seidl

Derivado do método de Gauss-Jacobi (portanto compartilhando com ele os
critérios de convergéncia, a saber: o valor da diagonal principal de A deve
ser igual ou maior do que a soma dos demais valores) este método acelera
a convergéncia ao usar a cada interagdo os valores ja calculados na propria
interacao, ou seja

1 _ _
;Egk) =—(b — aprF — algmgk D_ .- aprfD)
11
1 _
xgk) = —(by — a21x§k) - Cl2395:(31g R a2n$$zk_1))
22
1
xék) = —(bs — aglxgk) — aggxgk) S agnxglk_l))
a33
xg“) = a_<bn — anlxgk) — angxék) —_ an(n_l)xgﬁ)_l))

A condicao de parada pode ser se V|£L'7(1j) — xf{ 71)| < erro entao :cg) sao as
solugoes do sistema. Usando a abordagem matricial pode-se escrever Ax = B
e sendo A é a matriz dos coeficientes e A = D + [ + S, onde D é a matriz
diagonal, I a matriz inferior e S a matriz superior e pode-se reescrever
DX® =B —IX® — gx*-1) ¢

(D+ X% =B — §x &1

Multiplicando ambos os lados da equagao pela inversa de (D + I) fica (D +
DY D+DX® =(D+1)'B—(D+1)7'SXk e

X® = (D+ 1) 1SX* VD 4 (D+1)"'Be

X® =gx®-b 4

onde G=—(D+I1)"'SeF=(D+1)"'B

9.9.1 Critério de convergéncia

Continua valendo o critério das linhasa, visto no método de Gauss-Jacobi.
Além deste, pode-se usar o critério de Sassenfeld Diz-se que o método de
Gauss-seidl converge se
Maxqg<i<n 61 <1

2aquele que manda que o elemento da diagonal principal seja maior que a soma dos demais em médulo
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onde os ;880 calculados por recorréncia:
i—1 n
Bi=2_ Il + 3 laj
j=1 j=it+1

Acompanhe no exemplo: Seja o sistema

51’1 + Z9 + 3 = 5
3]71 + 45[}2 + x3 = 6
31’1 + 31’2 + 6333 =0

Alids, antes de continuar, perceba que ele nao atende o critério das linhas.
Entao, olha-se o critério de Sassenfeld

51 1 5
341 6
336 0
dividindo cada linha pelo elemento da diagonal principal fica
1 02 1
1 025 15
05 1 0
Daqui
B =10.2|+10.2] =0.4
By =075 x 0.4 +0.25 = 0.3 + 0.25 = 0.55
Ps=1""]%x04+0.5x0.55=0.2+0.275 = 0.475

e daqui max(0.4,0.55,0.475) < 1 ou 0.55 < 1 e o critério de Sassenfeld esta
atendido. Neste exemplo cores aleatérias foram usadas para indicar de onde
vem cada um dos valores aplicados na féormula.

Mais um exemplo do critério de Sassenfeld, este estraido de [Rug88, pag.
174] Seja o sistema linear

T + 05ZL‘2 - 011’3 + 01£E4 = 0.2
0.21’1 + i) - 021‘3 - OlZL‘4 = —-26

—0.11’1 — 02332 + Z3 + 02334 = 1.0
0.1zy, + 0329 + 0223 + x4 = —-25

Temos

pf1=1[05+0.1+0.1]/1 =0.7

Pa =[(0.2)(0.7) + 0.2 4+ 0.1]/1 = 0.44

Ps = [(0.1)(0.7) + (0.2)(0.44) + 0.2] /1 = 0.358

B4 =[(0.1)(0.7) + (0.3)(0.44) + (0.2)(0.358)]/1 = 0.2736

E como §; < 1 o sistema converge. Vale lembrar que o critério de Sassenfeld
é suficiente, mas nao é necessario.

Daqui, a solugao programada em Python
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def gaus_seid(x,b):
ta=len(x[01])
b=b.reshape((ta,l1))
D=np.zeros((ta,ta))
S=np.zeros((ta,ta))
I=np.zeros((ta,ta))
F=np.zeros((ta,ta))
G=np.zeros((ta,ta))
for i in range(ta):
for j in range(ta):
if i<j:
SCilljl=x[i1[j]
elif i==j:
DLil1[j1=x[i]1[j]
elif i>j:
T[i10j1=x[i1[]]
F=D+I
F=np.linalg.inv(F) # OU cami(F)
F=np.dot(F,b) # OU mm(F,b)
F=np.around(F,decimals=6) # ser houver requisicgodes
G=-(D+I)
G=np.linalg.inv(G) # OU cami(G)
G=np.dot(G,S) # OU mm(G,S)
XN=np.zeros((ta,1),float)
XV=np.ones((ta,1),float)
while (0.00002<max(abs(XN-XV))): # conforme requerido

print('-———— erro: ',max(abs(XN-XV)))
XV=XN

XN=mm (G, XV)+F

print (XN)

a=np.array([[10.0,2,1]1,[1,5,1]1,[2,3,1011)

b=np.array([[7.01,[-81,[611)

a=np.array([[42,9,21,4,3.0]1,[11,71,16,22,171],
[19,24,89,10,314]71,[20,35,23,91,517],
[12,30,25,14,82]1])

b=np.array([[655.0],[1284],[1275],
[1812],[1929]1)

gaus_seid(a,b)

Por 6bvio, as func¢oes de matriz inversa e de multiplicacdo matricial podem
ser as originais do pacote numpy ou ao contrario podem ser diretamente pro-
gramadas conforme a matemadtica (quase) bésica.

9.10 Relaxacao

Este método atribui um valor inicial as variaveis e em seguida calcula o sis-
tema, obtendo o que é chamado de residuos. Agora, o maior residuo ¢ isolado
(sinalizando qual das equagoes é responséavel por ele) e dentro da equacao,
qual a variavel de maior coeficiente. Esta varidvel passa a ser considerada a
unica responsavel pelo erro. Portanto ¢ recalculada e todo o ciclo recomega.
O critério de parada pode ser quando todos os residuos sejam menores que
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um valor previamente estipulado.
No codigo Python em anexo, o valor inicial das variaveis é sempre zero.

import numpy as np
def relax(a,b):
xv=np.zeros(len(a),float) # inicializagdo
quem = 1.0
while 1==1:
re=np.zeros(len(a),float)
for j in range(len(a)):
for k in range(len(a)):
re[jl=rel[jl+aljllk]I*xv[k]
re[jl=rel[jl-blj]
re=list(re)
quem=max(np.abs(re))
if quem<0.00001: # conforme requerido
return
for k in range(len(re)):
if quem==abs(rel[k]):

ind=k
novo=0
for k in range(len(a)):
if (k!=ind):

novo=novo-alind][k]*xv[k]
novo=novo+b[ind]
xv[ind]=novo/al[ind][ind]
print ('novo xv=',xVv)

a=np.array([[10.0,2,1],[1,-15,11,[2,3,1011)
b=np.array([7.0,32,61])
a=np.array([[42,9,21,4,3.0],[11,71,16,22,171],
[19,24,89,10,317],
[20,35,23,91,5],[12,30,25,14,82]11)
b=np.array([655.0,1284,1275,1812,19291])
relax(a,b)

9.10.1 Comparacao entre os métodos

Quanto a convergéncia, os métodos diretos por serem processos finitos sem-
pre tém a convergéncia garantida. Ja os métodos iterativos exigem algumas
condi¢oes para a convergéncia.

Um aspecto importante é a esparsidade de A. Uma matriz é esparsa,
quando formada em grande medida por zeros. E o caso de muitos problemas
fisicos (discretizagao de equagdes diferenciais, método dos elementos finitos,
redes de poténcia, etc). Quando se aplicam os métodos diretos, muitos zeros
deixam de sé-lo, aumentando a carga de memoéria e de processamento durante a
solucao. Além disso, pela impossibilidade de divisao por zero, exigem técnicas
especiais para a escolha dos pivots e também para reduzir a expansao de A,
mas nem sempre isso é possivel. Nestes casos os métodos iterativos sao a
solucao.

Outra questdao é quanto aos erros de arredondamento. Aqui os métodos
diretos sao mais suscetiveis. Pode-se amenizar usando as técnicas de pivote-
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amento. Ja os métodos iterativos, quando tiverem convergéncia assegurada,
podem ser refinados ao limite desejado.

Problemas de Sistemas Lineares

De nada adianta estudar a maneira de resolver problemas lineares, se este
estudo nao for posto a pratica, trabalhando com problemas minimamente
reais tirados das engenharias classicas, a saber: quimica, de producao, elétrica
e civil.

1. Materiais Particulados Suponha 4 tipos de materiais particulados dis-
tribuidos em 4 provetas e em cada proveta os materais estao dispostos em
camadas, nao misturadas, de modo que é possivel medir o volume de cada
material em cada uma das provetas. Chamando os materiais de A, B, C' e
D e suas densidades de pa, pg, pc € pp estas sdo as incognitas que queremos
achar. Os dados disponiveis sao:

incégnita | significado

my massa da proveta 1

mo massa da proveta 2

ms massa da proveta 3

my massa da proveta 4

Vim, volume material m na proveta ¢

Veja-se uma visualizagdo do que se fala

A
1 2 3 4

Deve-se lembrar que a massa de material A na proveta 1 é vy4 X pa, € assim
por diante para todos os materiais. Assim, a massa total na proveta 1 é

V14.PA + V1B.PB + Vic.Pc + Vip.Pp = My

Considerando as 4 provetas tem-se 4 equagoes a 4 incognitas. Monte e resolva

o problema pratico:

Para vocé fazer
my mo ms my
47.96 | 52.87 | 47.46 | 42.60
V1A 1B Vic V1D
10.8 | 5.5 2.2 8.7
V24 V2B V2o V2D
8.1 3.1 10.2 | 9.1
U3A U3B V3¢ U3D
7.8 2.0 8.6 9.2
V44 V4B V4C V4D

4.0 7.2 9.8 4.9
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Responda aqui:

PA PB Pc PD
3.1

2. Transportando maquinas Extraido de [Fra07], pdg. 166. Uma transporta-
dora possui 5 tipos de caminhdes, que sao equipados para transportar cinco
tipos diferentes de méaquinas A, B, C, D e E. Na tabela a seguir, o que
cada tipo de caminhao pode levar a carga plena. Se a linha (1), significando
caminhao do tipo 1, tiver A=1, B=1, C=1, D=0, E=2 significa que quando
totalmente carregado ele pode levar essas quantidades de cada maquina sem
sobrar espaco.

Para vocé fazer,

cami- | maq | maq | maq | maq | maq
nhao | A B C D E
1 2 5 1 8 3
2 1 7 0 9 6
3 3 2 7 9 9
4 1 9 4 1 7
5 7 5 0 5 7

A pergunta é quantos caminhoes de cada tipo deve-se usar para transportar
exatamente as seguintes quantidades de cada tipo de maquina a carga plena.
maq.A | m.B | m.C | m.D | maq.E
164 368 | 166 | 438 | 412
Responda aqui:
c.t.1 c.t.2 c.t.3 c.t.4 c.t.5
16

3. Reatores Extraido de [Chal3], pdg. 227. Cinco reatores acoplados por
tubos estao ilustrados na figura abaixo

Ons =

€03 =

Seja uma instancia do problema na qual os valores sao Q15 = 5, Q55 = 4,
@ss=2,Qa5 =1, Qo1 =6, Q2 =4, Q2 = 1, Qus = 9, Qaz = 2, W34 = 6,
Q31 =3, Qo3 =7, Co1 =20 e Cyz = 50. A taxa de de fluxo de massa através
de cada tubo é calculada como o produto de fluxo (@) pela concentragao (c).
Em regime permanente ou seja, estaciondrio, o fluxo de massa para dentro e
para fora de cada reator deve ser igual. Neste exemplo, os balangos de massa
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podem ser escritos como

reator 1 6 X 20+3 Xr3=5xr;1+4xmnr

reator 24X7’1:T2+7’2+2X7’2:4XT2

reator 32X ry+7x50=3Xr3+6 X r;3

reator 4 71, +2X1r5+6 Xr3 =9 X1y

reator 5o +5 X1 =4 X1r5+2 X715

Daqui:

Para o reator 1: 120 + 3.r3 = 9.r5

Reator 2: 7y = 19

Reator 3: 2.ry + 350 = 9.r3

Reator 4: ro + 2.r5 + 6.r3 = 9.14

Reator 5: r9 + 5.r; = 6.75

E daqui:

Reator 1: 97y + 0ry — 3r3 + Ory + Ors = 120

Reator 2: 1y —r9 +0r3 + 0ry + 0rs = 0

Reator 3: 0ry + 2ry — 9r3 + Ory + Ors = —350

Reator 4: Orqy + 1ry + 613 — 97y + 2r5 =0

Reator 5: 5ry + 1o + Org 4+ 0ry — 6r5 =0

E resolvendo obtem-se ry = 28, ro = 28, r3 = 45.2, ry = 42.7 e r5 = 42.6 que é
a resposta procurada. Simplificando e resolvendo, deve-se notar que o sistema
é esparso (muitos zeros) o que eventualmente impede de usar o algoritmo
ingénuo de Gauss. Se for o caso, use as ferramentas estudadas (APL, Maple,
Freemat, pacote Numpy do Python ...)

Para vocé fazer

Q15 | Q55 | Qs | Q25 | Qou
4 12 19 2 6

Qi2 | Q24 | Qua | Qa3 | Q34
14 |3 20 |16 |18

Qoz | Qa1 | cor Co3 XXX
15 10 30 20 XXX

Responda aqui: (concentracao de cada reator)
cr.l c.r.2 c.r.3 cr.4 C.I.D
20.23

4. Circuito Elétrico Extraido de [Chal3], pag. 224. A lei das tensoes especi-
fica que a soma algébrica das quedas de tensao (ou das diferengas de potencial)
em qualquer caminho fechado deve ser igual a zero. Usando também a lei de
Ohm (V' = ri) obtém-se um sistema de equagoes algébricas lineares simulta-
neas porque os varios lagos do circuito estao interconectados.
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NN et AYAY 60 Ve =

Seja uma instancia do problema onde: Ry = 5§), Ro3 = 10€), R34 = 512,
R45 = 159, R25 =10Q e R56 =20Q e ‘/1 =200V e ‘/6 =0V.
Assumindo os sentidos positivos como 3 —+ 2,4 —+ 3,5 —4,6 —5,5— 2
e 1 — 2 (se o resultado der negativo, basta inverter o sentido). Aplicando a
lei de Kirchhoff tem-se
nodo 2: ilg —+ i52 —+ i32 =0
nodo 5: i65 — i52 — i54 =0
nodo 3: i43 — i32 =0
nodo 4: 7:54 - i43 =0
Aplicando a lei das tensoes a cada um dos lacos, tem-se
—i54.R5q — 143. Ra3 — 132. R3p + 152. R50 = 0
—i65.R65 - i52.R52 + 'élg.RlQ - 200 - 0
substituindo as resisténcias e trazendo as constantes para o lado direito, fica:
—15.i54 - 5.’i43 - 10.i32 + 10.1-52 - O
_20~i65 - 10.i52 -+ 5.i12 == 200
Agora as 6 correntes desconhecidas podem ser representadas na forma matri-

cial como

11 1 0 0 07 (ieY (0
0-1 0 1 —1 0] |is 0
00 —10 0 1| )il o0
00 0 0 1 —1| Yig( ) 0
010 =10 0 —15—5| |is 0
5100 =20 0 0] lis)  200)

Resolvendo este sistema encontra-se a solugao: 6.15, -4.6, -1.53, -6.15, -1.53
e -1.53.
Para vocé fazer
Rig | Roz | Ray | Rys
35 |35 |20 |5
Ros | Rse | VI | V6
30 |25 | 150 |0
Responda aqui:
112 i52 i32 U65 U4 || T43
1.88

5. Cascalho na construgdo civil Extraido de [Chal3], pdg. 252. Um enge-
nheiro civil envolvido em uma construgao precisa de areia (A), cascalho fino
(F') e cascalho grosso (G) para um projeto de uma obra. Existem 3 minas
de onde esses materiais podem ser obtidos. A composicao de cada mina é
dada. Quantos metros cubicos devem ser minerados de cada mina para as
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necessidades do engenheiro 7
Seja um exemplo: A = 4800m3, F = 5800m?® ¢ G = 5700m?, com as
seguintes proporcoes de cada mina:

Areia | C. fino | C. grosso
Minal | 52 30 18
Mina2 | 20 50 30
Mina3 | 25 20 55

Para este caso, as respostas sao: M; = 4005m?3, My = 7131m?> e M5 =
5162m3.
Para vocé fazer
Suponha que as necessidades da obra sao:
Areia | C. fino | C. grosso
8697 | 9834 7903

E as proporgoes para cada mina sdo (em percentagem):

Mina | Areia | C.fino | C.grosso

1 37 39 24

2 34 33 33

3 28 39 33

Responda aqui a quantidade de material a ser extraido em cada mina em

m?.

m3M.1 m3M.2 m3M.3

9119

Problemas adaptados de: CHAPRA, Steven. Métodos Numéricos apli-
cados com MATLAB. Bookman. Sao Paulo, 2013 ¢ FRANCO, Neide.
Calculo Numérico. Pearson, Sao Paulo, 2007.

Respostas
0.40

Sistemas Lineares na pratica: Tomografia Computadorizada

Para encerrar a discussao de sistemas lineares com uma aplicagao robusta e
real, vai-se trabalhar com a reconstituicao de imagens que ¢ feita pela maquina
de TCA (tomografia computadorizada axial).

Comeca-se a discussao pela presenca muito comum de um sistema de m
equacoes a n incognitas estudando-se agora o que acontece com os diversos
valores de m e n.

Quando m = n, tem-se o caso estudado até aqui nas aulas anteriores, ja
que se as m equagoes sao linearmente independentes (nenhuma é multipla de
outra ou combinagao linear de outras) o sistema tem uma tnica solucao.

Se m < n o sistema s6 admite solucao se forem arbitrados valores ad-hoc
para m — n incognitas.

O caso que vai ser estudado agora é m > n que é o caso mais comum
na realidade. Em uma rapida analise, comecemos com um sistema m = n e
acrescentemos ao sistema uma nova equagao linearmente independente.

Para simplificar usando um caso real suponhamos 3 equagoes e 3 incognitas:
o sistema tem uma solucdo xi,r2 e x3. Ao acrescentar a quarta equacao o
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sistema deixa de ter solucao exata. Mas, se pegarmos 3 dessas 4 equacoes
(por exemplo as equagoes 1, 2 e 4) ele voltard a ter solugdo. Vamos chama-la
de z1,x9 e 4. Se pegarmos as equacoes 1, 3 e 4, nova solugao. Ao resolver o
sistema com as 4 equagoes quer-se o ponto do espacgo que minimiza a distancia
(minimos quadrados) das solugdes de 4 equagoes tomadas 3 a 3: a saber 1,2,3;
1,24; 1,34 e 2,3,4.

Esta estratégia faz todo o sentido, ja que na vida real nao existem solugoes
exatas, por diversas razoes, sendo a principal a omnipresenca do ruido, aqui
entendido como erro (de leitura, de processamento, de transcrigao, do universo
contra mim...).

Nao vamos trabalhar com este algoritmo ele é bastante sofisticado, mas
vao-se usar os pacotes a nossa disposicao (APL, Freemat, Matlab, Python,
...). Neste ultimo nao se usa numpy.linalg.solve ja que este exige ma-
trizes quadradas, mas numpy.linalg.lstsq. Este exercicio pede que vocé
resolva um sistema com 170 equagoes a 64 incégnitas.

Tomografia Computadorizada Axial Trata-se de uma técnica que usa um com-
putador e uma maquina de Raio X para reconstituir imagens de maneira
transversal de um corpo. Originalmente na pesquisa do seu inventor, o pro-
gramador inglés Godfrey Hounsfield, era apenas o cérebro humano ja que este
— por estar dentro de um capacete de matéria éssea: o cranio — é impermeavel
ao Raio-X exceto nos casos de rachaduras ou quebra. Mais tarde a técnica
deu tao certo que acabou sendo adaptada a outras partes do corpo, mesmo
de animais e também em alfindegas, presidios e similares para examinar o
interior de qualquer coisa. A propdésito até onde sei, o Hounsfield foi o tinico
nao médico a ganhar o Nobel de Medicina até hoje.

Feixes de raio X sao disparados sobre o corpo em andlise e ao invés de
serem registrados em fotografias sdo entregues a um computador (a vocé...)
para processamento. A maquina toda gira ao redor do corpo tirando mui-
tos tomogramas do mesmo objeto. A variacao angular é que vai permitir a
reconstituicao posterior.

O coeficiente de atenuacao linear média y; de cada pixel é comparado com
o coeficiente da agua, u,, definindo o nimero CT:

CT = 1000(pe — Ha)/ Ha-

A Aagua é utilizada como referéncia porque seu coeficiente de atenuacao é
similar ao dos tecidos moles, e é um material facil de obter para calibrar os
aparelhos. O coeficiente 1000 é utilizado para obter niimeros inteiros.

O nimero CT, ou coeficiente de Hounsfield, é definido como -1000 para o
ar e 0 para a agua.

Para os tecidos em geral, ele depende da energia do feixe empregado. Por
exemplo, para 80 keV, se o coeficiente de atenuacao linear tipico de ossos é de
0,38 em ™!, e da 4gua 0,19 em ™!, o niimero CT dos ossos é de +1000. Pode ser
ainda maior para ossos corticais. Estes valores também variam de aparelho
para aparelho, ja que os coeficientes dependem da distribuicao de energia do
feixe. A radiacao observada, I, estd relacionada com a radiagdo na fonte, Iy,
por: [ = [pe ",
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Tecido cT Tecido cT
Ar -1000 Sangue | 35:55
Pulmao | -900:-400 || Coagulo | 80
Gordura | -110:-65 || Musculo | 40:60
Agua 0 Figado | 50:85
Rim 30 Osso 130:250
Por convencao, altos valores de CT sao imageados como branco, e baixos
como preto. Como o olho humano nao pode distinguir os milhares de coefici-
entes, utilizamos a técnica de janelas (windowing), para graficar somente os
valores em uma certa faixa.

Aquisicdo de dados Na tomografia computadorizada mais comum, um tubo
com um feixe de cerca de 0,6 mm de didmetro gira em torno do paciente, e
emerge do paciente sobre um detector com aproximadamente 700 sensores,
que convertem a intensidade em uma corrente. Cada pulso de raio-X dura 2
a 3 ms, completando uma volta em cerca de 1 s. Cada 360° gera 300 somas.

Cada vez que o tubo emite um pulso, cada detector mede o logaritmo da
intensidade que recebe. Este valor representa a soma de todos os nimeros CT
dos voxeis atravessados pelo raio, completando uma projecao. Cada voxel é
atravessado pelo feixe em diferentes direcoes, durante a rotagao do anel. O nui-
mero CT de cada voxel esta portanto representado em varias somas. (Estas ul-
timas informagoes foram retiradas em http://www.if.ufrgs.br/ast /med /imagens/imagens.htm
por Kepler de Souza Oliveira Filho).

Algoritmo de reconstrucdo Vamos pensar em uma sessao transversal de um
corpo humano. Imagine também um conjunto de emissores de raio-X, colo-
cados paralelos em uma estrutura rigida que gira em um eixo estabelecido
no centro do corpo humano. No lado oposto (ultrapassado o corpo) estao os
detectores do raio-X.

A medida em que a maquina gira, inumeros conjuntos de Raios-X vao sendo
tomados. Para uma determinada posi¢ao angular (digamos horizontal) tem-se
um conjunto de x valores de atenuacao. O valor x é a quantidade de emissores
e detetores, e a atenuacgao ¢ a diminuicao da poténcia do Raio-X emitido numa
ponta e recebido na outra apds passar pelas estruturas do corpo que esta sendo
estudado.

Por exemplo, na horizontal, os raios inferiores, tem que atravessar a coluna
(supondo que o paciente esteja deitado de costas), ao passo que o0s raios supe-
riores ou nao atravessam nada, ou apenas alguma gordura (isso para os mais
gordinhos). Quando a estrutura estiver tirando raios X na vertical, a coluna
do paciente atenuara os raios do meio do conjunto.

Os detectores nao tiram fotografias, ao invés eles mandam sinais elétricos
proporcionais a poténcia do Raio-X recebido diretamente para um computa-
dor. Este, de posse da informacao referente ao angulo de tomada e dos valores
de todos os sensores, vai reconstituindo do corpo que esta sendo "cortado”.

A técnica mais simples de reconstrugao é a chamada ”back projection”, e
todas as demais que vieram depois sao melhoramentos e variagoes desta.

Sua formulagdo matematica é bem compacta:

P(6,t) = / f(z,y)0(xsin® — ycosh — t)dxdy
R

Essa féormula pode ser lida como: P é a atenuagdao medida no sensor t,
posicionado em um angulo # em relacao ao eixo horizontal. z,y sdo as coorde-
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nadas dos pontos da imagem e ¢ é um filtro que tem a funcao de s6 considerar
os pontos que estdo no caminho do fluxo ¢ de Raios X.

Neste exercicio imagine uma tomografia de um tnico plano, de um corpo
quadrado de 8 x 8 bindrio (valendo 0 ou 1 apenas). A cada tomograma hé 10
feixes, e depois ha um giro de 5° graus no sentido horario. Comecando em 5°
e terminando em 85°, sao 17 rotagoes. Entao sao 17 x 10 = 170 equacoes e 64
variaveis.

Vocé vai receber 2 arquivos: o primeiro de nome Fk37COEF.myd que
estd publicado em algoritmovivo.com, pasta "atividades’e que contém
os coeficientes do sistema linear que devera usar para reconstituir a imagem.
Estes coeficientes formam uma matriz de 170 linhas e 64 colunas, contendo
nimeros reais entre 0 e 1. Esta matriz é a mesma para todos pois ela esta
associada a este exercicio. Trata-se da matriz A em Az = B.

Além deste arquivo vocé deve recuperar o arquivo

FK300001 . myd

que contém a coluna de termos independente do seu exercicio (o B em Az = B)
que é Unico para voce.

Depois de resolver o sistema linear (usando o método dos minimos quadra-
dos), responda o que tem nos pixels das linhas 1..4 (primeira é a superior) na
coluna 8 (a tltima).

Para testar seus programas, confira os arquivos Fk37EXEn . myd no mesmo
local: o primeiro tem apenas as 2 primeiras linhas iguais a 1, as demais sao
zero. O segundo ¢é a negagao do primeiro. O terceiro ¢é aleatério, e as posigoes
pedidas (tltimas colunas, primeira a quarta linha) sdo: 11 0 1. Finalmente o
exemplo 4 traz apenas as colunas 3, 4 e 5 valendo 1. As demais valem zero.

Leitura de dados em Python Para ter acesso aos dados, vocé vai precisar
baixar os arquivos publicados em seu computador e processar um programa
Python semelhante a este:

import numpy as np
def leitcoef():
coef=np.zeros((680,16),float)
ref=open("f:/n/k37/£fk37coef.myd","r")
lin=ref.readline()
i=0
while (0!=len(lin)):
lin=lin.split()
for j in range(0,16):
coefl[i,jl=float(lin[j])
i=i+1
lin=ref.readline()
coef.resize([170,641])
return(coef)
a=leitcoef ()
print(a)

Ao final deste trecho a serd uma matriz contendo os coeficientes A da matriz
de solucao deste problema.
A seguir, voce vai precisar ler seus coeficientes particulares. Faga
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def leiti():
ti=np.zeros((170),float)
ref=open("x:/xxx/£fk3700nn.myd","r")
lin=ref.readline()
i=0
while (0!=len(lin)):
ti[i]=float(lin)
i=i+1
lin=ref.readline()
return(ti)
b=leiti()
print (b)

Finalmente, a solucao do sistema linear usa a funcao lstsqg do pacote
linalg de numpy. Acompanhe

c=np.linalg.lstsg(a,b,rcond=None)
ima=np.zeros((8,8),float)
k=0
xx=c[0]
for i in range(0,8):
for j in range(0,8):
imali, j]l=abs(float("%8.3f" % xx[k]))
k=k+1
print(ima)

Responda aqui:
L1 C8 L2 C8 b3 C8 b4 C8

Para saber mais Consulte:
DEWDNEY, A.K. The Turing Omnibus. New York, Freeman Co. 1989.
Kepler de Souza Oliveira Filho. In http://www.if.ufrgs.br/ast/ med/imagens/
imagens.htm
GUSTAVSON, Katarina. The Role of Linear Algebra in Computed
Tomography In
https:/ /raysforexcellence.squarespace.com/.
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Interpolacao

10.1 Polinomial

Suponha que vocé estd estudando um fenémeno fisico qualquer e ocorre uma
destas duas situagoes:

» Nao se tem idéia da expressao analitica (férmula) que descreve o feno-
meno, e o que se tem sao apenas pares de valores levantados in loco (no
campo).

o A férmula é conhecida, mas é complicada, eventualmente descontinua o
que inviabiliza derivadas e integrais a ela associadas.

Uma proposta de tratamento para esta classe de problemas é procurar um
polindmio que se aproxime tanto quanto possivel (e desejado) da fungao des-
conhecida original. Agora, todo o tratamento analitico se da sobre o polinémio
aproximado e nao sobre a fungao original (que lembrando, ou é desconhecida
ou é muito complexa). No primeiro caso viabiliza-se o tratamento e no segundo
troca-se precisao por simplicidade no manuseio do problema.

Algumas vantagens deste polindémio:

e polinémios sao facilmente computaveis;
« suas derivadas e suas integrais continuam sendo polinémios;
o ¢é facil (e ja é conhecido) achar suas raizes;

Um exemplo

Suponha um sistema hidraulico para transporte de dgua. Suas perdas supos-
tamente sdo proporcionais a vazao do sistema. Em campo, levantaram-se os
seguintes dados

vazao perdas
em m3/h | em %
1.5 10

2 16.5
2.5 24.2

3 33.6
3.5 44

4 55.6

A questao que se poderia levantar aqui é Qual seria a perda do sistema
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em uma vazao de 2.7m3/h 7 Desenhando isto num grafico poder-se-ia ter

35',_‘-1—-'—'_'—-—-_ R ——

1
28 23 3

Por semelhanca de triangulos pode-se escrever

IIT.-. I

Ay 336-244 y—244
Ar  3-25  27-25

e daqui y = 28.08.
Como consideraram-se 2 pontos a aproximagao obtida ¢é linear. A regra da
interpolacao ¢é

para n pontos = polinomio grau n — 1 ‘

Neste caso o polindémio linear (uma reta) é
P =ay+ a1x

onde ag é o coeficiente linear da reta e a; é o angular. Aplicando-se esta
abordagem a dois pontos, tem-se

ag + a1T1 = Y1

ag + a1x2 = Yo

Ou na forma matricial

al{ed-{n)

Que pode ser resolvido por qualquer dos métodos ja conhecidos. Aqui vai-se
usar o método de escalonamento de Gauss. Por exemplo:

iR RS

o que dard ap = —21.6 e a; = 18.4. Daqui, P;(2.7) = 28.08.
Ao refazer o mesmo exemplo para 3 pontos, vai-se criar agora um polinémio
de grau 2 (3-1=2) no formato

Py(7) = axx® + a1 + ag

e o sistema fica

2

R Qg Y1
2 _

1 xy x5 ar p =14 Y2
5

1 wxg 3 a Y3
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def intpol(a,y):
import numpy as np
n=len(a)
x=np.zeros((n),float)
passo=0
while passo<n-1:
i=passo+1
while i<n:
pivot=ali,passo]/al[passo,passo]
j=0
while j<n:
ali,jl=ali,jl-pivot*alpasso, j]
j=j+1
ylil=y[i]-pivot*y[passo]
i=i+1
passo=passo+1
x[n-1]=y[n-1]/aln-1,n-1]
i=n-1
while i>=0:
x[1]=y[i]
j=i+1
while j<n:
x[il=x[i]-ali,jI*x[]j]
j=j+1
x[i]=x[i]/ali,i]
i=i-1
xint = float(input('Qual o valor a interpolar ? '))
yint=0.0
i=0
while i<n:
yint=yint+(x[i]*xint**(i))
i=i+1
print('y interpolado

,yint)

import numpy as np
a=np.array([[1,49,0,0,0],[1,75,0,0,0]0,[1,101,0,0,07,

[1,1227,0,0,01,[14,1453,0,0,0]1],float)
b=np.array([289.6, 776, 1946.5, 4736.3, 11348.5],float)
i=0

while i<5: #importante: este trecho
j=2 # e' opcional e serve
while j<5: # para preencher x"2,

ali,jl=ali,1]1**] # x"3 e x"4 que ficaram

j=j+1 # zerados 1la na entrada
i=i+1 # de dados... veja la'

intpol(a,b)
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10.2 Lagrange

Comega-se definindo um polindémio a ser usado nos pontos xg, 1, ...x, (n + 1
pontos):

Py(x) = (z—x1)(z — x9)...(x — xy,)

Pi(x)= (z—x0)(z —x9)...(x — xy,)

P.(x)= (v —x0)(r —x1)...(x — 2,_1)
Note que no Py(z) o termo x — xy é excluido do produto.
Vai-se definir agora uma familia de polindémios (conhecidos como de La-

grange)

(=) (7 — wp1) (@ — Tpy)

Ci() =
(g — x0). () — 1) () — Tpy1)
Note que esta expressao apresenta o seguinte comportamento

0sek+#jy
Ek(xj):{ 186/{;7;;

Um parénteses, para entender o resultado acima:
seja

(zj — x0).- (x5 — 2p1) (25 — Tpy1)
(xx — o). () — Tp—1) (T — Tpy1)
o que acontecese k=2e j =37

U (x;) =

(333 — 130)...(133 — l’l)(l’g — 133)
(9 — g)...(x3 — x1) (29 — x3)

note que o (r3 — x3) no denominador vale 0, logo a fra¢do toda se anula.
O que acontece agorase k=3ej =37

gg(l’g) =

(x3 — x0)...(x3 — x2) (25 — x4)
(1‘3 — Qfo)...(ﬂfg — (L’l)(l‘g — 234)

€3<1L'3> =

veja que agora o numerador e o denominador sao absolutamente iguais, o que
simplificando, da 1. Fecha o parénteses.

Entao, supondo um fenémeno do qual se conhecem pares de valores g, fo =
f(zo), z1, f1 = f(z1), .. Tp, fn = f(z,), de uma fun¢do genérica (possivel-
mente desconhecida) y = f(x), o polinémio

Pu(z) =Y fulu(a)

¢ chamado de Formula de Lagrange do polindmio de interpolacao.
Note que ele é de grau no maximo n e satisfaz

P,(zx) = f(zx) para k=0,1,2,..n

Exemplo

Sejam 3 pontos:

z | f(x)
1] 15
0] 8
3] -1

E seja descobrir quanto a funcao vale no ponto x = 1. Para isso, deve-se achar
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o polinomio de interpolagao de Lagrange. Tem-se

To = —1, f(xo) =15

Ty = O, f(l’l) =38

To = 3, f(l'g) =—-1

n =2 e daqui Py(z) = Yi_y frle(z).
Determinando os ¢ (z), k=0,1,2:

(r—xm)(r—x2)  (z—-0)(xz—-3)  2*—-3z
gO(x) - (IO — xl)(l’o — I2) o (—]_ — 0)(_1 _ 3) - 4
0 (z) = (z — o) (z — 32) :(x+1)(x—3):x2_2x_3
1 (x1 —zo)(x1 —22) (0+1)(0—13) 3
fya) = =) (e D@=0) 2+

(xg —zo)(x2 — 1)  (3+1)(3-0) 12
Py(x) = folo(x) + fily(w) + folo(x) =

. [3;2 - 3.75] L [:ﬁ SR 3] (<) {ﬁl; g;}

cozinhando os dados e agrupando fica:
Py(z) = 2 — 6z + 8

e daqui f(1) = Py(1) =3

Esquema pratico

Se for escrever um programa de computador para obter o valor da fungao
em um ponto através do polinémio de interpolagao pode-se usar um esquema
pratico o qual acha este ponto sem determinar a expressao do polinémio:

P =S T (=2
i=0  j=0,#i " J

Escrevendo esta féormula em termos mais amigaveis:

brody Prody
P@) = . P%Zzo o piﬁézl -
Y2 Prﬁlg Yo PTZCJ:Zln
Uma 6tima atividade aqui é refazer o exemplo acima {zq = —1, f(x¢) = 15;
r1 =0, f(xr1) =8; 29 =3, f(za) = —1 e n = 2} usando o esquema pratico.

O resultado tem que ser o mesmo, e ficara evidente que agora ha muito menos
trabalho.

origem c:/p/python/calcnum.tex 147 criado em 23/12/21



A seguir, mais um exemplo, seja a fun¢ao f(z) conhecida nos pontos:

RS f(xi) =y
0 | 0.00 | 1.000
110.10 | 2.001
210.30
3 10.60
Determinar o valor para f(0.20) aplicando o esquema préatico de Lagrange
To=|x1=| T19= | 23 = I
- 0.00 | 0.10 | 0.30 0.60
Dy=|Di=| Dy=| D3 = P, =
x=0.20 | 0.20 —0.10 | —=0.40 | P, =0.0008
xo = 0.00 - -0.10 | -0.30 | -0.60 | Py =
x1=0.10 | 0.10 - -0.20 | -0.50 P =001
xo=10.30 | 0.30 | 0.20 - -0.30 | P, = —0.018
x3=10.60 | 0.60 | 0.50 | 0.30 - P; =0.09
€ agora
0.0008 0.0008
P,(0.2) = (1.000 x —22—) + (2.001 x SO )+
e e
(X =g opg) T (8290 % o) = 3.008

def lagra(x,y):

xinterp=float(input("entre valor interp."))

n=len(x)

dif=[0]*n

prod=[0]*n

j=0

while j<n:
dif[jl=xinterp-x[j]
j=j+1

prodx=1

j=0

while j<n:
prodx=prodx*dif[j]

j=j+1
i=0
while i<n:
prod[i]=1
j=0
while j<n:
if i1=j:
prod[i]=prod[i]l*(x[i]1-x[j])
j=j+1
i=i+1
yinterp=0
i=0

while i<n:
yinterp=yinterp+y[i]*
((prodx/dif[i])/prod[i])
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i=i+1
print('vetor diferencas ',dif)
print('prodx ',prodx)
print ('vetor produtos ',prod)
print('y interpolado ',yinterp)

#a=[-1.0,0,3]
#b=[15.0,8,-1]
a=[0.0,0.1,0.3,0.61
b=[1.0,2.001,4.081,8.290]
lagra(a,b)

Uma implementacao mais genérica pode ser

def lagrange(a,b,x):
#a=x, b=f(x), x=a interpolar
n=len(a)
dif=[0.0]*n
pro=[0.0]1*n
for i in range(n):
dif[i]l=x-al[i]
prodx=1
for i in range(n):
prodx=prodx*dif[i]
for i in range(n):
prol[i]=1
for j in range(n):
if (jl=i):
pro[i]l=pro[i]*
(alil-aljl)
y=0
for i in range(n):
y=y+b[1]*((prodx/dif[i])/
pro[i])
return y
print(lagrange([-1.0,0,2,31],
[4.0,1,1,16]1,4))
>>> 26810.129812286617

10.3 Newton

Aqui vai-se estudar uma técnica que evita um inconveniente do método de
Lagrange, a saber: sempre que se vai passar de um polinomio de grau p
(construido com p + 1 pontos) para um de grau p+ 1 (com p+ 2 pontos) 14, o
trabalho tem que ser praticamente refeito do zero. O ideal seria passar de p+1
para p + 2 pontos apenas acrescentando um termo ao polindémio. Para isso
pode-se usar este algoritmo, mas antes se precisa definir a no¢ao de diferenca
dividida de uma funcao.

Tabela de diferencas divididas Dada um conjunto de x e f(z) (de ordem n)
como até agora visto, construa-se uma tabela de n linhas por n 4+ 1 colunas
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onde

e a primeira coluna contém os pontos x
« a segunda coluna contém f(z); nos pontos equivalentes

e as colunas seguintes contém as diferencas divididas: trata-se de uma
fracao onde o numerador é a diferenca entre os valores da coluna anterior
e da linha atual e da préxima. O denominador ¢ a diferenca (sempre na
coluna 1) entre os extremos dos pontos envolvidos.

_ Slel=slma] ¢ g

T—xQ

flzo,2]—flwo,z1] e f[

$0,$17$] = pr——

Analiticamente f[zg, x]

ﬂxom’”ﬁ;j[mo’xl’m] Da primeira equacio, f(z) = f[zo] + (x — z0) f[z0, 7] € da-

qui recursivamente, extendendo a expressdo chega-se a P,(x) = flxo] + (z —

x0) fro, 1]+ (x—2x0) (x—21) f 20, 21, T2+ .+ (2—20) ... (x— 20 _1) f[T0, X1, -, T
Acompanhe o exemplo

Seja um conjunto de pontos x; e os valores da fungdo a eles associados f(x;).

-2 -1 0 1 2
-2 29 30 31 62

x
f(x)
Note que os valores calculados estao em cores diferentes para que se possa

perceber o mecanismo de construgao desta tabela: (se a sua impressao atual
¢ monocromatica, localize no lugar de sempre, o arquivo .PDF equivalente)

29 — (—2) 1 - 31 0—( 17)
g _ =31 — = ol S
(1) = (-2) 0-(-2) - (-2)
3 29 le 1;1,20 w——Q:5
D= =1 = (=} = (=1)
31 — 30 gi—1 =
62 — 31
1 — =31
3 - 3
2 62

A partir da tabela pode-se construir o polindmio interpolador. Note que
as cores foram mantidas para que se possa perceber o mecanismo usado. Veja
que apenas as primeiras linha e coluna é que sao usadas na construgao do
polinémio

P(r) = =2+ [(z — (=2))] x 31 + [(z — (=2)) x (z — (=1))] x

+@z—(=2) x (&= (-1)) x (= 0)] x5
He- () x@= () x@-0x@ )x0
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Esquema numeérico

Existe um esquema pratico para calcular o valor de um polinémio de interpo-
lagdo em um novo ponto (nao tabelado) sem precisar determinar a expressao
do polinémio. A idéia é ir colocando os termos comuns em evidéncia. Acom-
panhe um exemplo de grau 3:
f[iﬂo, $1,962>$3] Q,

flzo, x1, x2) + (x — 22)vg = g
Fvo, ]+ (. —x1)og = ay

flzo] + (x — xo)ag = a3 = P3(x)

Vamos fazer um exemplo completo de grau=3. Seja a seguinte tabela:
r= -2 1 2 3
Fx) |26 2 2 14

Construindo a tabela de diferencas divididas, fica:

f[fo] f[$0; fl] f[$0; Iy, $2] f[Io, $1,$27I3]

2 26 8 -1 T (= ag)
1 2 4 4

2 2 12

3 14

Suponhamos querer calcular f(5). Portanto agora x = 5. Acompanhe cada
etapa no desenho a seguir

flzo,z1,22,23]  flzo,x1, 2] flzo, 1] Slzo]

{4)

(8) {(12)
| }” ISR S y |
N \ \

)z — T2 (B — T (10) & — To

Acompanhe cada passo
(1) Recupera-se ag = flxo, 1,29, 23] diretamente na tabela de diferencas
divididas e ele vale 1.
(2) Calcula-se z — 253 e 5 — 2 = 3 que é devidamente multiplicado por ag que
aqui vale 1, edaqui 3 x 1 =3
(3) Somado com o valor de
(4) flxo, z1,xs] que vale —1 (da tabela de diferencas) fica
(5) ] = 2
(6) Calculando =z — 77 tem-se 5 — 1 = 4 que multiplicado por a; = 2 fica
4x2=8
(7) Somado a
(8) flxo,z1] = 8 fica 8 +8 = 16
(9) e iy =16
(10) Agora, calcula-se z —xge 5 — (—=2) =7
(11) Multiplicado por as fica 7 x 16 = 112
(12) Somado com f[zo] que é —26 fica
(13) 112 + (—26) = 86 que é igual a a3 e também (e principalmente) igual a
£(5) = 86.
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def polnew(a,b):

t=len(a)

tb=np.zeros((t,t+1),float)

for i in range(t):
tb[i][0]=ali]
tb[i][1]=b[i]

j=2

while j<t+1:
for i in range(t-j+1):

tb[i][jl=(tb[i+1][j-1]1-tb[i][j-11)
/(tb[i+j-11[01-tb[i1[01)

j=j+1

print (tb)

Para conferir

Suponha o mesmo enunciado parax = —3,—2,2,4,5e f(x) = 185,51, —5, 87, 289.
Os valores esperados para a resposta sao

-3 185 -134 24 -2 1
-2 51 -14 10 6
2 -5 46 52 O
4 87 202 0 O
5 289 0 0 O

o O O O

O valor a interpolar é 3 e o resultado interpolado é 11. O coeficiente de 23
é —3 e a sequéncia ay,as,... ¢ -3, 21, -29, 11. Note que o ultimo alpha é
obrigatoriamente igual ao valor da func¢ao no ponto interpolado (=11).

Se quiser mandar o sympy calcular e imprimir o polinémio de interpolacao,
atente para o codigo. Note que aqui enfrentei uma dificil decisao: gerar o
polinébmio as — is pronto para ser copiado e colado numa janela Python — e
neste caso com excesso de parénteses — ou ao contrario gerar uma visao mais
humana do polindmio, sem tantos e possivelmente irrelevantes parénteses.
Usei neste caso os [| que todos usamos 14 nos longinquos bancos escolares do
ensino fundamental. Esta segunda estratégia é mais facil de ser humanamente
entendida, mas precisa — antes de passar para o python ter os [] trocados por
(). Vamos a ela

def polin_lagra_gen_pts(a,b):

import numpy as np

import sympy as sp

sp.init_printing(use_unicode=True)

name="x=sp.symbols('x"')"

exec (name)

name="P=gsp.symbols('P',cls=sp.Function)"

exec (name)

for i in range(len(a)):
name="L"+str(i)+"=sp.symbols('L"+str(i)+"',cls=sp.Function)"
exec (name)

for i in range(len(a)):
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name="'L'+str(i)+'=("
for j in range(len(a)):
if it=j:
name=name+' (x-al '+str(j)+']1)"
if jl=len(a)-1:
name=name+'*'
if i==len(a)-1:
name=namel[0:len(name)-11+")/("'
else:
name=name+"') /('
for j in range(len(a)):
if it=j:
name=name+'(a[ '+str(i)+']-al'+str(j)+'1)"
if jl=len(a)-1:
name=name+'*'
if i==len(a)-1:
name=namel[0:len(name)-171+"')"
else:
name=name+"')"
print (name)
exec (name)
name="'sp.pprint(L'+str(i)+"')"'
exec (name)
name="'p="
for i in range(len(b)):
name=name+"' (b[ '+str(i)+']*L'+str(i)+")+'
name=name[0:len(name)-1]
print (name)
exec (name)
for i in range(len(a)):
print('-—————————————- L'+str(i)+'-——————————- ")
name='sp.pprint(sp.expand(L'+str(i)+'))"
exec(name)
print('-—————————————— Pk ")
name="sp.pprint (sp.expand(P))"
exec (name)
print('-——————- P no formato para fazer a interpolacao —----- ")
name="'print (sp.expand(P))'
exec (name)
polin_lagra_gen_pts([2.0,3,4,6,9]1,[41.0,115,215,325,-995])

10.4 Newton-Gregory

Este algoritmo parte da férmula de Newton e imagina que os pontos estudados
estao igualmente espacados e este fato leva a importante simplificacao.
Relembrando, a forma de Newton para o polinomio interpolador era

P,(x) = flxo] + (x — o) flxo, 1] + (x — xo)(x — 1) flx0, 1, 2] + ...
+(x —xo)(x — 1) (® — 20 1) fl0, T1, oy T
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Ordem | Operador

e fle)=_ | Af()
1 flzi, xia]= f(ﬂgj:l—_J;(ixi) _ AlJ;(xi)

2 flwi, i1, Tigo]= %
3 flzi, xiv1, Tigo, Tigs]= | ... Azl;(fi)
n f[xia Titl, oy Tign)= | o A;{h(fi)

A hipétese simplificadora aqui é os pontos sao igualmente espagados, por h e
fica
T1—Tog =Ty —T1 = ..=2x, —T,_1 = h, edaqui
r; = x;_1 + h e portanto x; = xg+1i X h

Agora, podemos calcular as diferengas ordinérias de f(z) sobre os pontos
Zo, L1, ..., T, COMO Segue:

e a primeira coluna ¢ constituida pelos pontos z;, i =0,1,....,n

*)
« a segunda coluna contém os valores de f(x) nos mesmos pontos
e as colunas 3,4,... contém as diferencas ordindarias que sao as diferencas
ordinarias consecutivas e de ordem imediatamente inferior.
Acompanhe o exemplo: Suponha a funcao tabelada:

x -2 -1 1 2
f(x) | 29 30 31 62
Seguindo o esquema acima descrito tem-se

T Aof(l’k) Alf(fﬂk) Azf(l’k) A3f(1’k) A4f(33k)

2 20-( )=31 1-31=-30 0-(-30)=30 30-30=0
129 30-29= = 30-0=30
30 31-30= 31- =30
1 31 62-31=31
2 62

O operador de diferencas divididas f[z;] pode ser relacionado com o operador
de diferencas finitas A assim:

Com este resultado, o polinémio interpolador de Newton-Gregory (para pontos

igualmente espacados) é

A f (o)
h

A f(x
+ (2 — x)(z — 331)#
A" f (o)

hrn!

() = f(20) + (T — 20)

(x —xo)(x — 1) (T — (1)

Ou mais sucintamente

palz) = A°f( Z{

i—1

Hw—xj A’}J;( )}

h

P(z) = +(:c—(—2)?+(w—(—2))<x—(—1));§;+<I—(—2))($—<‘1))<”’”_ >1§.(;!
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. P(x)=—-2429(z+2) —15(z +2)(z + 1) + ba(x + 2)(x + 1)

Vamos executar um exemplo: Seja

x |-101 23
f@)y|2 1 2 5 10

Montando a tabela, fica

-1 2 -1 2
0 1 1 2 0
1 2 3 2
2 5 5
3 10
Antes de continuar, atente que A°f(xg) =2, A f(zg) = —1 A?f(xg) = 2,
e :

Tem-se entao

pa(e) = AF (o) + (o — 20) 20 (@~ ) — ) S (2 )
(z —21)(z —'x2)-—7;;§r—'4—(17—-1h)($ —x1)(x — x2)(@ —'Is)——Z;ZT—-

Como A? e A* sdo zero, o polindomio terd grau 2. Como h é a distancia entre
os pontos da tabela, tem-se h =1 e

ou pa(z) = 2%+ 1 e pp(0.5) = 1.25

# newton-gregory
import numpy as np
def ngreg(a,b):
t=len(a)
r=np.zeros((t,t+1),float)
for i in range(t):
r[i][0]=alil]
rli]J[1]=b[i]
j=2
while j<=t:
i=t-j
while i>=0:
r[il[jl=r[i+11[j-11-r[i]1[j-11]
i=i-1
j=j+1
return r
print(ngreg([-1,0,1,2,3]1,[2,1,2,5,10]))

Aplicagoes praticas de interpolacao

Aqui aparecem exercicios praticos de problemas reais onde a interpolagao é
uma necessidade. Use a técnica (interpolagao polinomial, minimos quadrados,

origem c:/p/python/calcnum.tex 155 criado em 23/12/21



algoritmo de Lagrange, ou pacotes de programagao (APL, Matlab, Freemat,
Python, ...) que quiser e a seu critério. O tnico critério de corre¢ao serd o
resultado numérico correto.

1. e 2. Um Onibus sai de uma cidade colada a uma rodovia federal, e nela
vai-se considerar o marco zero da viagem. Ao longo do tempo obtiveram-se
os seguintes valores. O tempo estd dado em minutos
tempo | 61| 72|85 |92 | 108 | 114
posicao || 86 | 95 | 103 | 114 | 121 | 134
Ache a posicao esperada do 6nibus para o tempo de 88 usando uma reta e
uma parabola. Quando for escolher os pontos a usar, (e a desprezar), elimine
os mais afastados do ponto procurado.

3. Um paraquedista realizou 4 saltos, pulando de alturas distintas em cada
salto. Foi testada a precisao de seus saltos em relagao a um alvo de raio 5m
de acordo com a altura. A distancia apresentada na tabela a seguir é relativa
a circunferéncia.

salto | altura (m) | distdncia ao alvo (m)
1 1475 99
2 1152 62
3 833 29
4 807 33

Se o saltador for absolutamente regular e previsivel, a que distancia ele
cairia se saltasse de 1005 metros ?

4. Conhecendo-se o didmetro e a resistividade de um fio cilindrico, verificaram-
se as seguintes resisténcias de acordo com o comprimento.
comp (m) 2090 | 3720 | 4180 | 5900
resist (ohms) | 13 18 21 22
Usando o algoritmo de Lagrange e considerando os 4 pontos, determine
qual a resisténcia provavel para um fio de comprimento igual a 2752 metros.

5. Um procedimento que pode e deve ser feito é obter um ponto em pro-
cesso de interpolagao e compara-lo com o resultado real desse ponto, desde
que disponivel. Este procedimento qualifica o processo de interpolagao (para
este problema e neste entorno). No problema a seguir, dados 5 pontos, vocé
deve interpolar os 3 pontos internos considerando em cada caso os 4 pontos
restantes. Use o método de Lagrange. Seja a tabela contendo 5 pontos
1 2 3 4 5
x 2360 | 3540 | 4270 | 5900 | 6410
flz) | 11 16 21 21 23
Informe qual o maior erro cometido na interpolacao dos 3 pontos interiores
da distribuicao acima vis-a-vis os pontos reais.

6. Seja uma distribuicdo qualquer dada pela colecao de pontos
x 2360 | 3270 | 4720 | 5810
f(z) | 119 | 131 | 145 | 157

Seja o valor de x a interpolar igual a 2099
Resolva este problema usando Lagrange e usando Minimos Quadrados e
relate na resposta a diferenca Lagrange — Minimosquadrados.
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7. Suponha uma distribui¢do na qual ha abundéancia de dados, como em x =

262.
271.
281.
292.
313.
335.
351.
414.
440.
468.
505.
513.
541.
585.
609.
758.
777 .
808.
843.
1061.
1440.
1498.
1513.
1653.
1698.
1742.
1934.
1990.
2002.
2016.
2018.
2025.
2072.
2084.
2089.
2180.
2393.
2536.
2576.
2752.

MPEPEPJOVWOOPRPOCLOVUIRROPR OWOVOREJIW

B O JUTDD U WWOoOUToO Ul UlO W I

Com os correspondentes f(z) iguais a

1267.
1274.
1290.
1313.
1323.
1330.
1335.
1346.

NN o wnND wUuUl e O
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1372.
1395.
1400.
1433.
1438.
1466.
1468.
1498.
1597.
1658.
1684.
1698.
1766.
1794.
1836.
1866.
1908.
1941.
1962.
1976.
1986.
2033.
2187.
2187.
2250.
2283.
2349.
2363.
2440.
2569.
2599.
2660.

Sendo que o ponto a interpolar é aquele de x = 661.3
Descreva aqui o que vocé deveria fazer sobre estes dados para torna-los
“manuseaveis” pelos algoritmos de interpolacao.

O UIDNMDNOYNOOOTONNORFP,LPOJO0ONOO IR, OOOMDWLVOVUIEK O WU VI

3
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Agora, aplique a estratégia que vocé descreveu sobre o problema acima e cal-
cule o valor correspondente a f(x):

Responda os nimeros pedidos aqui:

1 2 3

Respostas
107.71

Interpolagao - Pratica

Estes exercicios estao baseados no material da Unesp - Bauru, Faculdade de
Ciéncias, dos autores Cherri, A; Vianna, A; Balbo, A e Baptista, E. Disponivel
em maio/19 em wwwp . fc.unesp.br/“adriana/Numerico/Interpolacao.pdf

Exercicios

1. Calcule um valor aproximado para cosseno de 0.9 utilizando a férmula
de Lagrange para os pontos -1, 0, 1 e 2. Sabe-se que cos(-1)=0.5403023059;
cos(0)=1; cos(1)=0.5403023059 e cos(2)=-0.4161468365. Note que este exerci-
cio é apenas didatico (ja que a func¢do cosseno é conhecida com a aproximagao
desejada em qualquer ponto do seu dominio). Aproveite para comparar o re-
sultado achado na interpolagao vis-a-vis o resultado dado pela fun¢do cosseno
original. Lembre que a unidade de angulo aqui é o radiano.

2. Considere a fungao y = f(z) definida pela tabela

¢ [2 01 [2 [3]
21|28 [-3|-1.7]25

Usando a interpolagao polinomial de 5 pontos, ou entao o algoritmo de La-
grange (tanto faz) calcule um valor aproximado para 0.215
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3. As densidades do sédio para trés temperaturas sao dadas a seguir:

1 0 1 2
Temperatura T; | 94.4°C 205.6°C 371.2°C
Densidade p; 928kg/m?> | 906kg/m3 | 863kg/m?>

Utilizando a Férmula da Interpolagao de Lagrange, estime o valor aproximado
da densidade para T= 243°C'

4. Um paraquedista realizou seis saltos, saltando de altura distinta a cada
salto. Testou-se a precisao de seus saltos em relagao a um alvo de 5m de raio,
de acordo com a altura. A distancia apresentada na tabela abaixo é relativa
a circunferéncia.

alt 1508m | 1247m | 1011m | 754m | 531m
dist. do alvo | 34m 27m 16m 12m | 9m

Levando em consideracao dos dados acima, a que provavel distancia do alvo
o paraquedista cairia se saltasse de uma altura de 950 metros ?

5. Um veiculo de fabricacao nacional, apds varios testes, apresentou os resul-
tados a seguir, quando se analisou o consumo de combustivel de acordo com
a velocidade média imposta ao veiculo. Os testes foram realizados em rodovia
em operacao normal de trafego, numa distancia de 76 km.

velocidade (km/h) | 56 67 85 96 119
consumo (km/1) 14.45 | 13.67 | 13.54 | 12.58 | 11.71

Verifique o consumo aproximado no caso da velocidade a usar seja de 83 km /h.

6. Seja f(z) dada na forma tabular

x  ]022[037]041]053]0.63]0.75
F(z) | 0.15 | 0.24 | 0.27 [ 0.35 | 0.36 | 0.37

Obtenha f(0.49) usando um polinémio de grau 3. Lembre que para obter um
polinémio de grau 3 usam-se 4 pontos. Como ha 6 pontos, vocé deve sacrificar
2 deles. Em casos reais, use a estratégia que fizer mais sentido para vocé, mas
neste exercicio despreze os 2 extremos.

7. Dada a tabela

T 01]0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
f(z) | 1]1.1052 | 1.2214 | 1.3499 | 1.4918 | 1.6487

Obtenha z, tal que e* = 2.259

8. Construa uma tabela para a funcdo f(z) = sen(x) usando os pontos 0.8,
0.9, 1.0, 1.1, 1.2 e 1.3. Estime o valor de sen(1.178) usando um polinémio
de 3° grau. Como s6 podem ser usados 4 pontos, desconsidere os extremos
acima.

9. Durante trés dias consecutivos foi tomada a temperatura em °C em Curi-
tiba, por 4 vezes no periodo das 6 as 12 horas. Determine, usando todos os
dados abaixo, a média das temperaturas nos trés dias as 09h00.
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dia | 06h00 | 08h00 | 10h00 | 12h00
1 16.4 19.4 21.1 22

2 17 18.6 22.7 23.8
3 18 20.2 20.8 23.6

10. Um automovel percorreu 160 km numa rodovia que liga Biguacu a Join-
ville. Gastou nesse trajeto 2 horas e 20 minutos. A tabela abaixo da o tempo
gasto e a distancia percorrida entre as 2 cidades.

tempo 08 |32 64 |93 |120] 140 |
distancia | 0 | 10 | 2761 | 104 | 144 | 160
Determine:

1. Qual foi aproximadamente a distancia percorrida pelo automaével nos pri-
meiros 45 minutos de viagem, considerando apenas os quatro primeiros
pontos da tabela?

2. Quantos minutos o automovel gastou para chegar a metade do caminho?

11. Construa a tabela de logio(x), usando 6 pontos igualmente espagados de
tal forma que ro = 2 e x5 = 3. Usando a interpolacao, determine o valor

aproximada de x tal que logio(z) = 0.418.

12. Na tabela abaixo estd assinalado o ntimero de habitantes (ficticios) de
Londrina nos censos de 1950, 1960, 1970 e 1980.

Ano

1950 1960

1970

1980

Habitantes

111371 | 212567

504997

972409

Determine o niimero aproximado de habitantes de Londrina em 1977.

13. Seja a funcao

2sen’x

r+1

Utilizando apenas os dados da tabela abaixo

i|x; | sen(x;)
00 0.00

1| 7/6]05

2 | /4] 0.7071067812
3| m/3 | 0.8660254038
i[7/2]1.0

Determine agora:

L f(%)
2. f(5F)

14. Use os valores de €%, e

60'14.

0.2
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10.1

10.2

11

12

131 13.1 14

Respostas
0.6

1.1
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Ajustes de curvas

Ao estudar um fendmeno, pode-se propor um modelo matematico. Nele,
definem-se

o varidvel resposta (ou varidvel dependente) — é aquela que é respondida
pelo modelo, ou seja, ¢ a variavel de saida do modelo.

o varidvel explicativa (ou independente) — que é aquela exigida pelo modelo
ou seja ¢ a variavel de entrada.

Para estudar melhor o fenémeno, deve-se construir um grafico Oy conhecido
como grafico de dispersao, para verificar visualmente como os dados se distri-
buem. E bom lembrar que a decisdo entre quem é entrada e quem é saida é
uma decisdo puramente arbitraria. A matematica “lava as maos” nessa hora.
Para ela tanto faz se o cachorro abana o rabo ou ao contrdrio ¢ o rabo que
abana o cachorro.

Este procedimento é parecido com a interpolagao, mas l4 havia a preocu-
pacao de analisar os dados desconhecidos apenas entre os limites obtidos na
experimentacdo (sendo seria extrapola¢do). Aqui ndo: no ajuste de curvas
busca-se a expressao de uma curva que se extende ao infinito no sentido mate-
matico. Ruggiero [Rug88] diz textualmente “para a extrapolagio (pesquisa fora
dos intervalos conhecidos) indica-se o ajuste de curvas, jd que a interpolag¢ao
nao é recomendada aqui”.

Dito de outra maneira, na interpolacao privilegia-se uma visao local (pré-
xima aos pontos coletados) enquanto no ajuste de curvas o enfoque é uma
visao mais global do fenémeno enm estudo.

Isto fica evidente no seguinte fato: se o ajuste de curvas se fizer com p
pontos gerando um polinémio de grau p — 1 este polinémio é para ser idéntico
ao obtido pela interpolacao.

Falando sobre o ajuste de curvas Chapra [Chal3, pag. 321] diz "Quando os
dados exibirem grau significativo de erro ou “ruido” a estratégia serd encontrar
uma unica curva quer represente a tendéncia geral dos dados. Como cada ponto
individual pode estar incorreto, nao serd feito nenhum esforco para passar a
curva por todos os pontos. Em wvez disso, a curva é escolhida para sequir
o padrao dos pontos considerados como um grupo. Uma abordagem dessa
natureza é chamada de regressao por minimos quadrados.

11.0.1 Regressao linear: minimos quadrados

Veja-se um exemplo de um grafico com alguns pontos:
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Cada ponto no grafico tem as suas coordenadas x e y e buscou-se uma reta
(y = by + by.x) que busque reproduzir o comportamento da distribui¢do dos
pontos examinados. Cada ponto tem sua ordenada y real (y;) e a ordenada
correspondente 1; = by + bix;.

Para cada ponto ¢, pode-se calcular a distancia entre y; e y; através da
expressao d+1 = y; — ;. A soma das distancias de todos os pontos levantados

6
D = Zd,-
j=1

D é a somatoria das diferencas entre o valor real de y e aquele dado pela
reta y = by + b;.x. Como D pode ser para mais ou para menos, o somatério
simples pode mascarar os erros e nao serve. Uma possivel solugao seria tomar
o médulo (|d;|) que resolveria o problema do sinal, mas criaria outro: devido
a suas decontinuidades o médulo ndo tem uma boa derivada.

Resta tomar o quadrado das diferengas (d?), que resolve os 2 problemas.
Daqui, vem o nome do método que o dos “minimos quadrados”.

Entao,

D= Z(yz — ;)
i=1

. Substituindo d? por (y; — 9;)%, chamado D de D(bgy,b;) que é a reta deter-
minada por b, e by e substituindo ¢; por by — byz; fica

n

D(bo, b1) = Y (y: — b — br;)’

i=1
Derivando esta equagao em relagao a by fica:

oD -
0_60 = _21*21(% — by — bl~$i)

Derivando a mesma equacao em relacao a by fica:

oD =

Os valores de by e by em que a fungdo D(by,b;) apresenta um ponto de
minimo sao obtidos — as usual — igualando-se as derivadas a zero. Fica:

-2 Z?ﬂ(% - bo - blfL‘Z) = O e —2 27:1(?% — b() — bll’z)l’z = 0 Dai, Zyl —
Sbo— > brx;=0e > zy;i — > boxr; — Y by.x? = 0. Chamando Y de S fica:
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Syi - Sbo - Sbll’z =0e

Syix; — Sbox; — Shiw? = 0. Reescrevendo

Syi = nb() + Sl’zbl e

Sy;x; = Sw;.by + Sx?bl que ¢ um sistema linear. Na sua forma matricial

Sx; Sx? |7\ by [ | Sy

O objetivo final é obter by e b; que, lembrando sao os coeficientes da reta
procurada (g; = b, + byz;). A solucdo deste sistema pelo método de escalona-

mento de Gauss é
b:”Z%%—Z%Z%
' n.y ap — (3 xi)?

by = 2o v — Qo mi)b

n

Obtidos estes parametros pode-se escrever a “menor” reta como

Y =by+ b X
Seja um exemplo:
i1 2 13 |4 |5
x; | 1.3]134151]68|8.0
v 12.0 52386158
Calculando:
n=2>5
S =...=24.6
St = (1.3 +(3.4)% + ... = 149.50

Sy = (1.3 % 2.0) + (3.4 X 5.2) 4 ... = 127.54
5 x 127.54 — 24.6 x 22.9

b — — 0.522
! 5 x 149.50 — 24.62 0-5
e
922.9 — (24. 522
b — 9 — (24.6 x 0.5 >:zm
5
e daqui

Y =2.01+0.522X

# minquad
def minquad(x,y):
import numpy as np
n=len(x)
sy=0
sx=0
sx2=0
sxy=0
sy2=0
i=0
while i<n:
sx=sx+x[1]
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sy=sy+yl[i]
sx2=sx2+(x[1]**2)
sxy=sxy+(x[i1]*y[i])
sy2=sy2+y[1]**2

i=i+d
print('sy ',sy)
print('sx ',sx)
print('sx2 ',sx2)

print('sxy ',sxy)
print('n ',n)
print('sy2 ',sy2)
bl=((n*sxy)-(sy*sx))/((sx2*n)—-(sx**2))
b0=(sy-(sx*bl))/n
print('coefs da linha ',bO,'’ ',b1)
num=(sxy-( (sx*sy)/n))**2
den=((sx2-((sx**2)/n))*(sy2-((sy**2)/n)))
print("coef de determinacdo = ",num/den)
while (1==1):
xx=float (input("Informe x (-1 para fim)"))
if xx==-
return
yy=b0+(bl*xx)
print("y = ",yy)
#para chamar faca: x=[1.3,3.4,5.1,6.8,8.0] e
# y=[2.0, 5.2, 3.8, 6.1, 5.8]
#depois: minquad(x,y) e informe quantos x_i
# quiser, seguido de -1

Coeficiente de determinagao

mede a qualidade do ajuste linear, isto é quao préxima é a reta determinada
em relacio ao conjunto de pontos. E um valor (R?) que varia entre zero e um
(0 < R? <1). Quanto mais perto de 1, melhor o ajuste. A féormula é

w2 Dozy — (x> y)/n)”
Do = (@) /n)]. 2 v? = (2(y)*/n)]

no exemplo acima, o nimero que faltou calcular é > y* = 116.33 e fica:

B [127.54 — 24.6 x 22.9/5)?
©149.5 — 24.62/5] x [116.33 — 22.92/5]

R2
ou R? = 0.679.

11.0.2 Regressao multipla

Quando ha apenas 2 varidaveis em analise diz-se "regressao simples”e quando
ha mais do que 2 variaveis envolvidas, diz-se "regressao multipla”.
Na férmula original tem-se

y=Xb+e¢

, que deve ser lido como o parametro matricial b é o que ajusta os y e os x
observados.

A férmula de célculo de b é b = (X'X) —1X'y, onde X' é a matriz trans-
posta de X é X! é a matriz inversa de X.
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Acompanhe o exemplo

Suponhamos querer estudar o comportamento do consumo de bens em uma
determinada familia, sujeita a dois parametros:

e renda e
o taxa de juros

Dos estudos de econometria, sabe-se que o consumo aumenta em func¢ao da
renda e diminui em funcao da taxa de juros.

O trabalho comeca pelo levantamento de dados prévios e obteve-se a se-
guinte tabela:

medida | consumo | renda | tx juros
y T 1)
1 122 139 11,5%
2 114 126 12,0%
3 86 90 10,5%
4 134 144 9,0%
5 146 163 10,0%
6 107 136 12,0%
7 68 61 10,5%
8 117 62 8,0%
9 71 41 10,0%
10 98 120 11,5%
A matriz X do nosso problema é:

1 139 0.115

1 126 0.12

1 90 0.105

1 144 0.09

1 163 0.1

1 136 0.12

1 61 0.105

1 62 0.08

1 41 0.1

1 120 0.115

Note que a primeira coluna sempre é formada de unidades e as demais colunas
sdo as varidaveis em estudo (no caso: renda e taxa de juros).
Tomando a matriz transposta fica-se com

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
139 126 90 144 163 136 61 62 41 120
0.1414 0.12 0.40 0.09 0.1 0.12 0.40 0.08 0.1 0.11

Multiplicando uma pela outra, tem-se

10 1082 1.05
1082 132744 115.4
1.05 115.4 0.1118

E a matriz inversa desta é

7.225436859 0.00095983853 -68.85039418
0.00095983853 0.00007350542 -0.084886905
-68.85039418 -0.08488690598 743.1919753
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Agora, multiplicando a inversa por X' fica:

-.5-.91 .08 1.16 .49 -.90 .05 1.7 .3 -.5
.0 .00 -.00 .00 .00 .0 -.00 -.0-.0 .0
4.8 9.63 1.54 -14.1 -8.36 8.7 4.0 -14.6 1.9 6.4

Agora multiplicando esta matriz pela matriz coluna de y (consumo) que é
(devidamente horizontalizada para economizar papel)

122 114 86 134 146 107 68 117 71 98
Fica

148.5220194
0.6135933813
-1034.40784

Interpretacao

Neste problema, o consumo é
Consumo =

148,52 + 0.6135 x Renda — 1.034.41 x T'xJuros

Ou seja, tirando a parte do Consumo que nao é influenciada pela Taxa de
Juros, o incremento de $ 1 na Renda causa um incremento esperado de $
0,6136 no Consumo; além disso, o incremento de 1 ponto percentual (0,01) na
Taxa de Juros causa um decréscimo esperado de $ 10,3441 no Consumo.

Observagao importante: No Python, ao gerar as matrizes, nao esquecer de
pedir campos float, porque sendo ele pode resolver usando inteiros e vai achar
respostas erradas...
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Integracao

12.1 Integracao Numérica

Se f(z) é continua em [a, b] e sua primitiva F'(x) é conhecida, entao

/f Fla) - F(b)

A interpretacao geométrica da integral é

J& i) o

Esta anélise pode ter algum problema quando:

« F(z) nao ¢é conhecida, ou

« F(z) ¢ muito complexa, ou

e 56 se tem pares de pontos com seus valores
Nestes casos, pode-se lancar mao de métodos numéricos que sao conhecidos
como quadraturas.
Primeira abordagem: usando uma reta

Conhecido como método dos Trapézios, ele sugere obter a reta que passa por
f(a) e f(b) como uma aproximacao para a area investigada. Neste caso, sao
usados apenas 2 pontos (que como se sabe determinam uma reta).
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Vejamos um exemplo, relembrando um pouco de célculo: Se f(z) = In(x)
entdo f'(z) = . Daqui, se f(z) = L entdo [ f(z) = F(z) = In|z| + C. Seja

calcular
I:/g‘ﬁd_x
3

1. Pela regra do trapezm I ="%(yo+y1) comoy =1 entdo yo = 110 =1=

0.3333333333 ey, = = :,% = 0.2777T7TTT78 e h = ©x1—x9 = 3.6—3 = 0.6
e dai

06,1 1

— (= +—)=0.18333

2 (3 3.6>

2. Pelo célculo integral

3.6 1
/ = ~dz = In(3.6) - In(3) = 015232
3

12.2 Trapézio
Ao invés de usar um unico trapézio, a idéia agora é dividir o intervalo [a, b

em sub-intervalos e aplicar a mesma regra a cada sub-intervalo.
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Agora
Av=S17) + flo)
Ay = 21 (o) + f(a)]
An = M) + 1)

ou juntando tudo

A= g[f(xo) +2f(x1) + .. + 2f (1) + f(20)]

. 3.6 .
Usando o mesmo exemplo acima fg df e usando 6 intervalos

vl X | Y

013 0.333
113.1]0.322
213210312
313.3|0.303
41 3.410.294
51 3.5 0.285
6|3.6|0.277

A = 0.182350 Daqui obtem-se a primeira funcao:

def f(x):
return 1/x
def inttrap(a,b,ntrap):
h=(b-a)/ntrap
area=f(a)
i=1
while (i<ntrap):
a=a+h
area=areat+2*f(a)
i=i+1
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a=a+h

area=area+f(a)

return area*h/2
print(inttrap(3,3.6,6))

A mesma fungdo em C++:

#include <iostream>

using namespace std;

double fobj(double a)
return 1/a;

int main()
double a,b,area,h;
int i,ntrap;
cout << "Informe o limite inferior " << endl;
cin >> a;

cout << "Informe o limite superior " << endl;
cin >> b;
cout << "Informe o numero de trapezios " << endl;

cin >> ntrap;

h = (b-a) / ntrap;
area = fobj(a);

cout << a << fobj(a);
for (i=1;i<ntrap;i++)

a=a+h;

area=areat+2*fobj(a);

cout<< a << " - " << fobj(a) << endl;
a=ath;

area=areatfobj(a);
area=area*h/2;

cout<<"Area = " << area << endl;
return(0) ;
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12.3 Simpson

Este método é chamado de Regra % de Simpson

LM Jal
\rw
:'nﬂ'::

Agora
A= N7 () +45m) + (o)

Melhorando: varios intervalos

A generalizagao da Regra de % de Simpson exige um niimero par de intervalos.
Sua férmula:

A= g[f(xo) +4.f(z1)+2.f(z2) + ... + 2. f (1) + f2n)]

Funcao em Python

def f(x):
return 1/x
def intsimpg(a,b,ntrap):
h=(b-a)/ntrap
if (0!l=ntrap%2):
print('ntrap nao e par, saindo')
return
area=f(a)
i=1
while i<ntrap:
a=a+h
if (0==1i%2):
area=area+2*f(a)
else:
area=areat+4*f(a)
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i=i+1
a=a+h
area=area+f(a)
area=area*h/3
return(area)
print(intsimpg(3,3.6,6))

Uma observagao final

Embora nao faca parte do curriculum oficial da disciplina, caso o pacote de
computagao simboélica do Python (o sympy) tenha sido estudado, ele pode ser
usado para resolver integragoes. No exemplo acima, ter-se-ia que fazer:

# para comparar com a integragdo via sympy
import sympy as sp

import numpy as np

sp.init_session()

YEXFE**x

t=integrate(y,x) #--——-> para ver a integral OU
t=integrate(y, (x,5,6))

t.n() #--> para ver o valor numérico

# a solugdo original 1423.8941270517853 (c/20)
# o sympy deu 1423.49133105337

12.3.1 Uma lista de exercicios
Aplicagoes praticas de Integragao numérica

Neste exercicio vocé deverd calcular diversas integrais de forma numérica
usando os algoritmos do cédlculo diferencial e integral (quando disponiveis)
e também usando retas (regra do trapézio), varios trapézios e também usando
polinémios do segundo grau (ou a regra de 1/3 de Simpson). Se quiser use
o pacote SymPy do Python para responder (ou conferir a resposta) de cada
exercicio.

1. Calcule

b
/ e ?dy

sabendo que a=9 e b=14.

2. A determinacgao da area da sessao reta de rios e lagos é importante em
projetos de prevencao de enchentes (para o calculo de vazao da dgua) e nos
projetos de reservatérios (para o calculo do volume total de 4gua). A menos
que dispositivos tipo sonar sejam usados na obtencao do perfil do fundo de
rios e lagos, o engenheiro deve trabalhar com valores de profundidade obtidos
em pontos discretos da superficie. Um exemplo tipico de se¢ao reta de um rio
¢ mostrado na figura a seguir
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Superficie da agua

[} 4
2 Il 1y
4
6 7
[ Profundidade (m) /
5
; 10 20

Distancia da margem esquerda (m)

Use os seguintes valores de profundidade: A=1.4, B=1.7, C=4.2, D=4.3,
E=5.6, F=4.5, G=3.7, H=3.6, I=2.5

Use uma féormula de quadratura sobre pontos igualmente espacados de h
para calcular a drea da se¢do reta do rio. [Adaptado de Fra07, pag. 371]

3. Do velocimetro de um automével foram obtidas as seguintes leituras de

velocidade instantanea
t(min) O |5 |10]15|1201|25|30|35]40

v (km/h) | 22 [ 26 | 32 | 37 | 40 | 45 | 49 | 53 | 62

Calcule a distancia em quilémetros, percorrida pelo automovel usando a
regra do trapézio generalizada.

4. calcule a mesma distancia do exercicio anterior pela regra de 1/3 genera-
lizada de Simpson. Compare os 2 valores obtidos.

5. Para a duplicacao de uma avenida, um estudo de engenharia de transportes
necessita do calculo do niimero total de veiculos que passam por ela em um
periodo de 24 horas. Um engenheiro (vocé) vai ao local varias vezes durante
um periodo de 24 horas e conta o numero total de carros, por minuto, que
passam pela avenida. Os dados sao
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Hora | Carros/minuto
0:00 |4
2:00 |1
4:00 |0
5:00 | 2
6:00 |5
7:00 | 11
8:00 | 23
9:00 |15
10:30 | 5
11:30 | 12
12:30 | 17
14:00 | 6
16:00 | 8
17:00 | 21
18:00 | 21
19:00 | 11
20:00 | 14
21:00 | 11
22:00 | 5
23:00 | 7
00:00 | 4

Usando uma férmula de quadratura de trapézios generalizada, estime o
numero de carros que passam pela avenida a cada 24 horas.

6. A funcado de Debye ¢é encontrada em Termodinamica estatistica no calculo
do calor especifico da agua a volume constante de certas substancias. A funcao
é expressa por

3 ey —1

z 3
D(x) = 5 / Y dy
0

Ache D(z) com erro relativo < 1072 para = = 3.9

7. Um paraquedista pulando de um aviao a 6000m de altura adquire uma
velocidade em queda livre em fungao do tempo que é dada pela equacao

o(t) = T2 (1 - e

onde g é a aceleragdo da gravidade (igual a 9.8m/s?), m é a massa do para-
quedista (igual a 68 ) e ¢ é o coeficiente de arrasto (igual a 12.5kg/s) et é o
tempo em seg a partir do inicio da queda. Sabendo que o espaco percorrido
pelo paraquedista entre os instantes de tempo a e b é dado por

s / " o0yt

calcule a altura em relagao ao chao em que o paraquedista se encontra no
instante de tempo t= 15

responda aqui:
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1 2 4
5 6
XXX
XXX
XXX
XXX
Respostas:
1) 25058.97
2) 59.10
3) 27.000
4) 26.944
5) 624960
6) 0.190
7) 2519.580
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Resumo de Calculo Numérico
Lembre-se: Python,Python+Sympy, APL, Ma-
tlab e Octave, C ou C++, e outros.

1. Conversao de bases

Decimal: 10 simbolos: 0,1,2,3,4,5,6,7,8 e 9.
Base 10, Exemplo: 347 = 3x10%2+4x10*+7x10° =
300 + 40 + 7 = 347

Binéario: 2 simbolos: 0 e 1. Base 2, Exemplo
110102 = 1x2* +1x 22 +0x 22 +1x2' +0x 20 =
16 +8+ 0+ 2+ 02 = 2610

Hexadecimal: 16 simbolos: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,
9, A, B, C, D, E e F. Base 16, Exemplo: 2CA6 =
2x16%24+12x16*+10x16° = 5124192410 = 7141¢

de — para [processo

2 — 10 [poténcias crescentes de 2 e soma tudo.

2 — 16 Cada 4 bits formam um digito hexade-|
cimal. Os valores de 0 a 9 ficam e de-
pois A=10, B=11, C=12, D=13, E=14 ¢
[F=15

10 — 2 Divisdes sucessivas por 2 até o resultadol
ser 0. O nimero é construido com os res-|

tos de tras para a frente

10 — 16  |Divisoes sucessivas por 16 até o resultado
ser 0. O nimero é construido com os res-|

tos de tras para a frente

16 — 2 Cada digito hexadecimal d& origem a 4
bits: 0=0000, 1=0001, 2=0010, 3=0011,
4=0100, 5=0101, 6=0110, 7=0111,
8=1000, 9=1001, A=1010, B=1011,
C=1100, D=1101, E=1110 e F=1111

16 — 10  [poténcias crescentes de 16 e soma tudo

Na conversao de niimeros fracionarios, usa-se a
mesma regra, mas com as poténcias -1, -2, -3, ...
Por exemplo 101.1115 ¢ igual a: a parte inteira é
510, € a parte fraciondria é 1 X 27l 41 x272 4+
1x27% = 0.5+ 0.25 +0.125 = 0.87510. Entéo:
101.1112 = 5.87510.

1.1 Poténcias de 2

20 1

2! 2| 1b

22 4

28 8

24 16

25 32

26 64

27 128

28 256 | 1B 10° B
29 512

210 1024 | 1 KB | ~10°
212 4096

216 65536

220 | 1048576 | 1 MB | ~ 10°
230 1GB | ~10°
240 1TB | ~ 10'?
250 peta | 1 PB | =~ 10'°
260 exa | 1 EB | ~10%®
270 zeta | 1ZB | ~ 102!
280 yotta | 1 YB | ~ 10%*

2. Representacao interna
2.1 Inteiros: usam a metade da capacidade
para representar positivos e a outra metade (1.
bit=1) para negativos. Para representar os nega-
tivos usa-se o complemento para 2. Para fazer isto:
e troque 1 por O e vice versa, Aqui o primeiro
bit j4 vira 1 (negativo)
e« some 1 ao resultado
Acompanhe, a representagdo de -6 em 4 bits: 6 po-
sitivo é 0110. Trocando, fica 1001. Somando 1 fica
1010, que é -6.
2.2 Flutuantes: Tem-se o padrdao IEEE754 que es-
tabelece:
Binaryl6: 1=sinal, 5=expoente e 10=mantissa
Binary32: 1=sinal, 8=expoente e 23=mantissa
Binary64: 1=sinal, 11=expoente e 52=mantissa
Binary128: l1=sinal, 15=expoente e 112=mantissa
Otimizagoes da norma:
o Polarizacdo do expoente. Em 16, por exem-
plo ao invés de -15..15 vira 0..31
e Despreza-se o primeiro bit da mantissa (é
sempre 1)
¢ Exceto quando o ntmero todo é zero

3. Erros

Acuracia: viés (desvio) de erro.
Precisdo: concentragdao no valor correto.
Quando se representa um valor em ponto flutuante:
registra-se o mais préoximo do namero real. Por
exemplo:

>>> Q%% ==
True
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>>> ((5%%0.5)**2) == §
False
>>> 1%2.24f'%(((5%*%0.5)**2)-5)

'0.000000000000000888178420"

4. Python

Para importar os pacotes importantes:

import numpy as np
import sympy as sp
import matplotlib.pyplot as plt

Para criar varidveis

= 1 # inteiro

= 2.0 # flutuante

= 'ola' # caracter

True # or False

= np.array([[1,2,...]1,[...]1],float)
= np.zeros((3,2),float)

O aQ oo
0]

Para imprimir
print('txt',var,'txt',...)
Para ler valores

a = int(input('msg'))

Operagdes aritméticas: +, —, x, /, // (divisdo in-
teira), % (resto), abs (médulo), ** (poténcia)...
Operagoes légicas> == (igual), ! = (diferente), >,
<, >=, <=, in (pertence)... e os conectivos and
(e), or (ou) e not (ndo).

Condicional:

if <condigdo>:

A # executado se True
[else:

B # executado se False ] (opcional)
C # executado independ. da condigdo
Repeticao

while <condig&o>:
A # executando enquanto condigdo é True
C # executado independ. da condigdo

for # é o grande interador de Python
exemplo: for i in range(10): #0,1,...,9

Defini¢ao de funcéao:
def nome-fungdo(parédmetros):

A # comandos de definigdo
return resultado

Listas:

a =[] # lista vazia
a.append(2) # agora a é [2]
b =[1,3,8]

len(b) é 3

fatiamento:

[comego:final:incremento]

Sympy

Sympy: varidveis simbélicas

X,y=sp.symbols('x y"')

f,g=sp.symbols('f g',cls=sp.Function)
f=x**3+2*x**2+sp.exp(x)

g=sp.diff(f,x) # derivada de f em rel a x
print(g.subs(x,2)) # expressao com x=2
print(g.subs(x,2).n()) # valor numérico

Matplotlib

def pla():
def f(x):
return 4*math.cos(x)
def g(x):
return math.exp(x)
vi,vf = 0,2

x1=np.arange(vi,vEf, ((vE-vi)/100))
y1=[0.01*100 # idem para y2
for i in range(100):
yil[il=£(x1[i]) # idem y2[il=g(x1[i])
plt.plot(xi,yl,'b-")
plt.plot(xi,y2,'r-")
plt.grid()
plt.show()
pla()

5. Resolugao de equacgoes

5.1 Bisseccao
Etapas:
1) arbitrar [a, b] que compreenda a raiz.
2) arbitrar o erro e.
3) Calcular z,,, = (a +b)/2.
4) Se f(a).f(xm) < 0 o novo intervalo é [a,zm],
Senao [T, b
5) enquanto € < |a — b| voltar a 3.
6) A resposta é z,

5.2 Falsa posicao

O procedimento é similar a bissec¢do, mas

a.f(b) = b.f(a)
£) = f(a)

Tm =

5.3 Iteracao linear

Transforma f(z) em sistema formado por y = x
ey = g(z). A partir de z¢ (inicial) aproxima-se fa-
zendo 41 = g(xk). Diversas alternativas de g(x)
podem ser escolhidas, devendo-se estudar a conver-
géncia em funcgdo de g’(x)

5.4 Newton-Raphson

Considera a derivada de f(z) como a inclinagdo
da tangente. Passos:
1) Derivar f(z).
2) Arbitrar um valor xg.
3) Arbitrar erro e.
4) Calcular f(zo) e f'(z0)-
f (@)
F(x0)
6) Se |f(x)| > € retorne a 4.

5.5 Secante

Alternativa para nao precisar calcular f’(z) no
método de Newton-Raphson. A derivada é substi-
P ’ flzp)—f(zp_1)
tuida por f'(z) = ey
sdo duas aproximagdes para a raiz. A fungao de
g1 f@p) g Flrp_1)
z(ep)—f(rp_1)

5) novo x = xg —

onde T € Tp_1

interagdo fica zk + 1 =

5.6 Misto

Aplicacdo em sequéncia do método de Newton-
raphson e da falsa posi¢do, nesta ordem. Agora
«NER  FP
n 2* n

Ty = . Garante uma convergéncia mais

rapida.

6. Sistemas Lineares

Suponha-se o sistema Ax = B

6.1 Escalonamento de Gauss

Usando operagdes elementares em A (troca de
linhas, multiplicagdo de linha por constante e troca
de uma linha por expressées de linhas) deve-se ob-
ter uma nova matriz A (equivalente a original)
onde o tridngulo inferior esteja zerado. Por re-
trossubstituicdo, obtem-se x. Por exemplo, Seja

3 -1 1
A =11 2 -1 | e B = (11,6, —5). Apos
4 -2 -1
3 -1 1
rodar o algoritmo, A = 0 233 —-133 | e
0 0 —2.71

B = (11,2.33,—19) e com isso z = (3,5, 7).

6.1.1 Pivoteamento parcial e total

No pivoteamento parcial as linhas sdo troca-
das de lugar com vistas a escolher o elemento a
zerar entre aqueles que maior valor absoluto. Al-
gebricamente a operacdo é inécua, mas computa-
cionalmente tende a diminuir os erros de trunca-
mento/arredondamento.

No pivoteamento total, linhas sdo trocadas
(como acima) mas também as colunas para esco-
lher o elemento de maior valor absoluto entre to-
dos os candidatos. Ao trocar as colunas, precisa-se
guardar a informacdo de qual é o z} modificado.

6.2 Gauss-Jordan

Similar ao método de eliminagao de Gauss, mas
o método prossegue até que A tenha sido transfor-
mada na matriz I (identidade). Neste ponto tem-se
r = B.

6.3 Fatoragcao LU

A matriz A deve ser transformada em um pro-
duto de duas outras matrizes, L.U = A, sendo U a
A original, mas devidamente escalonada (zeros no
tridngulo inferior) e L que contém a unidade na dia-
gonal principal, zeros acima desta e os pivots usados
para obter U abaixo da diagonal principal.

Se comeca com o sistema Ax = B. Calcula-se
L e U, e fica LUx = B, separando fica Uz = y
e finalmente Ly = B. Ou seja, primeiro se calcula

y em Ly = B e depois se calcula ¢ em Uz = y.
3 —4 1
Vejamos um exemplo Seja A = 1 2 2
4 0 -3
Agora,
1 0 0
L=| 033 1 0 |e
1.33 16 1
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3 -4 1
U = 0 333 1.66
0o 0 -7
(9,0, —14) e finalmente z = (1, —1,2).
6.4 Via matriz inversa

Dada uma matriz A pode existir uma ma-
triz A~' tal que A.A™' = I onde I é a matriz
identidade. (Funciona como na aritmética. Dado
um numero z pode haver seu inverso 1/z tal que
z.1/x = 1). Uma matriz A s6 tem inversa se o
seu determinante é diferente de zero. HA& muitas
maneiras de calcular a inversa, mas pode-se usar
o método de Gauss-Jordan, escrevendo A|I e apli-
cando as operagdes de matrizes para transformar
A em I e aplicando rigorosamente as mesmas ope-
racgoes no lado direito da matriz que comegou com
I. Ao final do processo aqui estard A~1'. Esque-
maticamente A|I = I|A~!. Todos os pacotes de
software estudados tém como calcular diretamente
(e otimizadamente) a inversa.

A razdo deste célculo é a solugdo do sistema

Ax = Bouuz = % ou ainda z = B.A"!. Uma

Daqui y =

vez calculada A1 (que é mais ou menos fixa para
um dado sistema ou fenémeno), multiplas encarna-
¢oes de z (uma para cada vetor B diferente) podem
ser facilmente calculadas bastando multiplicar A~*

3 3 3

por B. Por exemplo, seja A=| 1 2 3 | entdo
5 2 1
—-0.66 0.5 0.5

sua inversa é A7! = 2.33 -2 -1 para

—-1.33 1.5 0.5
resolver o sistema onde B = (0, —4, 6), basta fazer
A~Y.B que dd = = (1,2, —3) que é a solugdo. Ob-
servacao importante: note que a multiplicacdo ma-
tricial NAO é comutativa, e em geral X.Y # Y. X.

6.5 Gauss-Jacobi

Método interativo que pode convergir para a
solugdo. O critério de convergéncia é o de A ser di-
agonalmente dominante. Em palavras, o elemento
da diagonal principal (em mdédulo) deve ser maior
que a soma de todos os outros elementos da linha
(em moédulo).

Primeiro divide-se A e B pelo elemento da di-
agonal principal de A. Agora, cada varidvel (da
d.p.) é isolada em um lado da equagdo, passando-
se todo o resto para o outro lado. A primeira apro-
ximacdo da raiz é B dividido. Dali, recalculam-se
novas aproximagoes, a partir das equagbes acima,
usando a aproximacao anterior. Exemplo: Seja o

20 1 1
sistema A = 0 4 2 | com B = 19,5,—-18.
2 2 8
Dividindo pelo elemento da diagonal principal fica
1 0.05 0.05 0.95
A= 0 1 0.25 1.25
0.25 0.25 1 —2.25

as equacgdes de convergéncia sao:

z = 0.95 — (0.05y + 0.05z),

y=1.25—-0.25z e

z = —(2.25 + 0.25z + 0.25z). A primeira aproxi-
macdo é 0.95,1.25e — 2.25 e em 9 iteracdes, a res-
posta é z = 0.9999, 1.9999, —2.9999 ou claramente
z = (1,2,-3).

6.6 Gauss-Seidl

Derivado de Gauss-Jacobi (compartilhando o
mesmo critério de convergéncia) acelera pois usa
os valores da iteracdo atual e ndo os da anterior.
Transforma A em A =1 + D + S, onde I=inferior,
D=diagonal e S=superior (o resto é zero).
Primeiro, se faz G = —(D +1)"'.S e
F=(D+1)"*Bedepois X® =gx*-V 4+ F

6.7 Relaxacao

Atribui zeros as varidveis e calcula o sistem,
obtendo os residuos. O maior residuo é isolado,
e nesta equagdo qual a varidvel de maior coe-
ficiente. Ela é considerada a tnica responsavel
pelo erro. E recalculada e o ciclo recomeca. No
mesmo sistema acima calculado, come¢ando com
0,0, 0, o primeiro residuo seria 0.95,0,0. O segundo
0.95,0, —2.487. O terceiro seria 0.95,1.871, —2.487.
O processo segue e em 9 interagdes converge para
1.0004, 1.9999¢ — 2.998 claramente 1,2, —3

7. Interpolacao

Converte uma funcdo desconhecida ou com-
plexa em um polinémio mais bem comportado.
7.1 Linear e polinomial

Na interpolagdo linear obtem-se uma reta ag +

ajz, onde ap é o coeficiente linear e a; o angu-
lar. Aplicando-se esta reta a dois pontos, (z1,y1 e

©75-22, Pedro Kantek

©2,y2), tem-se

1 x ag _ Y1

1 z2 |- ay - Y2
quer mecanismo de solucdo de sistemas lineares,
obtem-se ag e a; e portanto a reta buscada.

} usando-se qual-

Na interpolagdo polinomial, (pardbola com 3 pon-
tos) o sistema fica

2
1z x3 ag Y1
2
1 xz2 x5 . ay = Y2
1 z3 asg az Y3

e o polinémio é P(z) = asx? + a1z + ag
Para graus superiores, basta generalizar a ex-
pressao acima.

7.2 Lagrange

Acompanhe: seja a fungdo f(z) conhecida nos
pontos:

E2 (=) =y
0 0.00 1.000

1 0.10 2.001

2 0.30

3 0.60

Determinar o valor para f(0.20) aplicando o es-
quema préatico de Lagrange

n n

=0 0w @)

ou em termos mais amigaveis:

Prodg Prodg
Difo Dify
P(x) = yo. .
(@) =vo Prody vi Prod;
PTofdg_v Prodg
Difg Difn
vz Prods totUn Prod,
o =|Tr1 =|T2 =|T3 = H
- 0.00(0.10| 0.30 | 0.60
Do =|D1 =|D> =|D3 = P, =
x = 0.20]0.20 —0.10}—0.40 P, = 0.0008
zo = 0.000 - [-0.10{-0.30(-0.60|Py, =
1 = 0.1000.10] - [-0.20[-0.50| P; = 0.01
o = 0.3000.30[0.20[ - [-0.30[P> = —0.01§
3 = 0.60[0.60[0.50] 0.30 | - Ps; = 0.09
e agora
0.0008 0.0008
P, (0.2) = (1.000 x —220—) 4 (2.001 x WH
0.0008 0.0008
0.10 —0.40
X — ——) = 3.008
( 704018) +( 0.09 )
7.3 Newton
Evita o inconveniente de ter que recal-
cular tudo quando se acrescenta um ponto a
mais.  Analiticamente f[zg, 2] Lﬁ([;o]
flzo, z1, 2] = %ﬁlom e flro, 1,2, 2] =
flzg.2y ’zzf_];;[z(”ml 22l Dy primeira equagdo,
f(x) = flzo] + (@ — z0)f[zo,2] e daqui re-
cursivamente, extendendo a expressdo chega-se
a Pn(z) = flro]l + (2 — zo)f[zo,z1] + (¢ —

zo)(z — m1)flwo, w1, x2] + ... + (z — z0)...(z —
Tn—1)flzo,z1,...,zn] = {...}. Acompanhe o exem-
plo

Seja um conjunto de pontos x; e os valores da
fun¢do a eles associados f(z;).

@ 2 1 0 1 2
F@) |2 29 30 31 62

Note que os valores calculados estao em cores dife-
rentes para que se possa perceber o mecanismo de
construcgdo desta tabela:

5 S
@ Pt s et men
1 e R e s
0 30 31:30:1 %:15

31 hi%ll =31
2 62

A partir da tabela pode-se construir o polinémio
interpolador. Note que as cores foram mantidas
para que se possa perceber o mecanismo usado.
Veja que apenas as primeiras linha e coluna é que
sdo usadas na construgdo do polinémio

P(z)=-2+[( - (-2)] x 31+ @ - (-2)) x (z = (- )] x
H@ = (=2)x (z = (1)) x (= 0)] x5
Hz—(-2)x (= (1) x(z=0)x (z )] x0

7.4 Newton-Gregory

Exige que as distancias entre os pontos seja um
valor constante, denotado como h. O polinémio é

1
pn(@) = f(z0) + (@ — 10)%(%)+

haal + ...+

(x — z0)(x — 1)

A" f(z0)

(@ —wo)(w = @) (& = Tn—1) — Ty

Suponha a funcao tabelada:

x | -2 -1 1 2
f(z) | 29 30 31 62
Seguindo o esquema acima descrito tem-se
o, A f (@A f(zr) (A7 f(@i)[A%f(zn) [ATF(wr)
2 00-( )=11[1-31=-300-(-30)=30[30-30=0
F1 29 30-29= -l= 30-0=30
30 31-30= 31- =30
1 31 62-31=31
2 62

Ouseja, P(z) =+ (o~ (-2)F + (@~ (~2))(z -
(1)) 3% + (@ = ()@ = (D)@~ )% ou

P(z) = —2429(z+2)—15(z+2)(x+1)+5z(z+2) (x+1)

8. Ajuste de curvas

Uma reta pode ser ajustada com
quantos pontos vocé quiser, resolvendo
n s, bo _ Sy
Sx; Sa:? . b1 - Sy;x; :

A reta ser&a Y = by + b1 X.

9. Integracao
Se f(x) é continua em [a,b] e sua primitiva
F(z) é conhecida entédo

./l7 f(z)dz = F(a) — F(b)

9.1 Trapézio

A

férmula aqui é I = L[f(zo) + f(z1)]
Seja um exemplo. Se f(z) = i, entdo [I =
In|z| + C. Para Calcular ;"5 de  Tem-se I =
%(yo + 1) e como y = 1 entdo yo = 3 = 0.333...
ey1 =355 =0277...eh =121 —20=36-3=0.6
edai I = %8 (1 + 515 =0.1833...
9.2 Multiplos trapézios

A idéia agora é usar muitos trapézios, divi-
dindo o intervalo [a, b] em sub-intervalos e aplicar
a mesma regra a cada intervalo. Fica:
Ay = L[f(z0) + f(=1)]
Az = B[f(z1) + f(22)]

A.n = L[f(#n—1) + f(zn)], ou juntando tudo
A= L[f(@o) +2f(®1) +2... + 2f(wn—1) + f(zn)].

Usando 6 intervalos, o mesmo célculo acima dara
0.1823

9.3 1/3 de Simpson

com 1 intervalo: A = &[f(zo)+4f(z1)+ f(22)]
Usando vérios (um numero par de) intervalos, fica
A(: %[f(mo) +4f(z1) +2f(z2) +4... +2f(zn-1) +
fzn

versdo de 8 de janeiro de 2022
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