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Numeros Primos

Numa manha de agosto de 1900, David Hilbert
da Universidade de Gottingen foi fazer sua aguar-
dada palestra no Congresso Internacional de Ma-
tematicos na Sorbonne em Paris. Ele era um dos
maiores matematicos do mundo e havia preparado
uma palestra ousada. Ao invés de falar do passado
ou do presente, resolveu falar do futuro. Mostra-
ria o desconhecido e ndo o que ja fora provado.
Para anunciar o novo século desafiou a platéia com
23 problemas que segundo ele ditariam o rumo da
rainha das ciéncias durante o século XX. Durante
as décadas seguintes encontraram-se as respostas
para muitos desses problemas. A propdsito, a res-
posta ao décimo problema de Hilbert: haverd um
algoritmo capaz de decidir se uma equag¢ao dio-
fantina tem ou nao solug¢do, solucionado de forma
independente por Alonso Church (cédlculo A) e por
Alan Turing (Maquina Universal de Turing) am-
bos em 1936. Tangencialmente este ultimo traba-
lho deu origem ao computador.

Voltando aos problemas de Hilbert, o oitavo,
pedia a comprovagao da Hipétese de Riemann, mas
para poder trabalhar nela, precisa-se de alguma
preparagao.

Numero Primo

Define-se um inteiro primo como aquele ntdmero
que sé tem 2 divisores inteiros: a unidade e o
préprio nimero. Por exemplo, 5 é primo (divisores:
1 e 5) enquanto 6 nao é primo, também chamado
composto, (j& que seus divisores sdo 1, 2, 3 e 6).
Algumas curiosidades:

e O nimero 1 ndo é nem primo nem com-
posto.

e 2 ¢é o tnico par que também é primo. Todos
os demais pares sao divisiveis também por
2, logo compostos.

e O universo de divisores de n sempre existe
em pares, cujo produto é igual ao nimero
n.

e Se n é quadrado perfeito, sua raiz deve ser
contada duas vezes para formar o par. Por
exemplo, os divisores de 100 sao: 1, 2, 4, 5,
10, 20, 25, 50 e 100. Neste caso, o 10 deve
ser contado duas vezes.

Serao infinitos os primos ?

Eis uma demonstracdo do fato, devida a Euclides
(ha vérias outras demonstragées). Quer-se provar
o Teorema que diz que os primos sdo infinitos. A
demonstragdo é por redug¢ao ao absurdo. Entao,
suponhamos que existem r nimeros primos ape-
nas, a saber: pi, pa2,...,pr. Fagamos o conjunto
P = {p1,p2,...,pr}. Imagine o nimero N, definido
por N = p1 X pa X ... X pn, obviamente composto.
Agora, faga M = N +1. De cara, M nao é divisivel
por nenhum p € P pois o resto desta divisdo é sem-
pre 1. Agora vamos especular sobre a natureza de
M. Ele pode ser primo ou composto. Se for primo,
achamos uma contradigao (o “tltimo” primo era r)
e estd demonstrado o teorema original. Se for com-
posto, entao existe um primo p que nao pertence
ao conjunto P, pois se pertencesse, ele dividiria N
e também M e ao fazé-lo, deveria também dividir
a diferenga M — N que como se sabe vale 1. Mas,
nédo existe um primo que divida 1. Entao, achou-
se um novo primo p que nao pertence a P, uma
contradi¢cdo o que demonstra o teorema original.

Distribuicao dos niimeros primos

Os primos sao infinitos, embora eles venham se tor-
nando mais raros & medida em que cresce o limite
superior da contagem. Por exemplo, entre 1 e 10 ha
4 primos (40%), entre 1 e 100, h& 25 (25%), entre
1 e 1000, hd 168 (16%), entre 1 e 10.000, ha 1.229
(12%), entre 1 e 100.000 hd 9.529 (9%) e assim
por diante. A primeira descoberta na tentativa de
entender a distribuigao dos primos veio de Gauss,

quando ele afirmou que o niimero de primos entre
1 e N é aproximadamente igual a

N

log.(N)

O nuimero real é um pouco menor do que isso.

A préxima etapa é o surgimento da funcao
zeta, originalmente proposta nos tempos de Euler,
cuja definigao é
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A origem do interesse dos matemd&ticos por esta
soma infinita veio da musica e tem origem numa
descoberta dos gregos (Pitdgoras) associando as oi-
tavas da escala musical aos ntimeros 1, %, %, %,...

Os matemadticos sabem ha muito tempo que
ao substituir x = 1 na funcédo {, o resultado da
soma, embora converja muito lentamente, tende a
o0o. Numeros menores que 1, sempre convergem,
eventualmente mais rapidamente, para infinito.

Euler, um dos maiores (sendo o maior) tortu-
radores de ntumeros da histéria resolveu estudar o
que aconteceria se x = 2 na fungdo ¢. A funcéo
fica

1+1+1+1+
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e agora este nimero é menor, pois ndo inclui todas
as parcelas de antes. A melhor estimativa era de
%, mas Euler, num dos cdlculos mais intrigantes

de toda a matemdtica (Satoy, 2004) chegou a
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Depois disso, Euler lembrou da descoberta
grega de que qualquer niimero pode ser expresso
como um produto de primos, e reescreveu ¢ de ou-
tra maneira. Antes, veja-se a base do raciocinio
— il 111 1y
60=2x2x3X5edaqui gg = 53X 35X g Xgx =
(%)2 X % X £ e agora
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Os gregos ja haviam provado héd 2000 anos que
os ntmeros primos eram infinitos, mas a expressao
acima apresentava nova prova do mesmo fato. Es-
tamos por volta de 1850 em Gottingen, quando Di-
richlet foi trabalhar 14, entusiasmado com a fungao
¢. L& ja estava um aluno de Gauss, Riemann por
sua vez entusiasmado com os nimeros complexos
de Cauchy. O pulo do gato agora foi dado por Ri-
emann que foi introduzir nimeros imagindrios na
funcdo ¢. Recém eleito para a Academia de Ber-
lim, Riemann aproveitou o costume (novos associa-
dos deveriam apresentar um relato de suas pesqui-
sas recentes) e em novembro de 1859 ele apresen-
tou um artigo de 10 paginas sobre os niimeros pri-
mos. Aqui Riemann herdou de seu professor Gauss
(pauca sed madura) o costume de ao apresentar
um bela construgdo retirar antes todos os andai-
mes e ferramentas usadas na construcdo. Quase
perdido no texto estd declarado o problema cuja
solugdo hoje possui uma etiqueta de 1.000.000 de
délares: a hipétese de Riemann. Junto uma ob-
servagao: E claro que gostariamos de ter uma
prova rigorosa, mas deizei de lado essa busca
apds breves tentativas fracassadas, pois ela nao
€ necessdria para o objetivo imediato de minha
investigacdo. O principal objetivo do artigo em
Berlim era confirmar que a fungao de Gauss forne-
cia uma aproximagio cada vez melhor do nimero
de primos a medida em que se atinge contagens
cada vez mais elevadas. A recompensa por este
artigo foi a cadeira universitdria que Gauss havia
ocupado e que a morte de Dirichlet deixara vaga.

Baseado no trabalho de Cauchy (fungdes po-
dem ser representadas por equagdes) e estas de-
senhadas em um grafico ele estudou o grafico da
funcao ¢. O problema aqui é que os reais usam um
eixo e a fungdo o outro. Ao passar para complexos
(que exigem 2 eixos para o nimero) sao necessarios
4 eixos: 2 para o nimero e mais dois para a fungao.
A chave para pensar neste mundo é pensar na som-
bra: ela é a imagem bidimensional de algo que
tem 3 dimensdes. Em alguns angulos ela fornece
informagao pobre, mas em outros isso muda: ao
olhar o perfil de alguém eventualmente pode-se re-
conhecé-lo.
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Hipé6tese de Riemann

No artigo de 1859, Riemann obteve a férmula
(exata) para m(z), na qual aparecem 2 parcelas:
primeiro uma excelente estimativa para w(z) e de-
pois uma subtracdo do erro cometido através de
uma parcela de corre¢do. Esta corregio exige sa-
ber onde estao os zeros da equagao (. Ha dois tipos
de zeros: os triviais e os ndo triviais. Se R(s) > 1
entao ((z) # 0, isto é ndo ha raizes nessa porgao do
plano complexo. Se R(s) < 0, a prépria equagao da
os zeros triviais. A afirmagao de Riemann, feita em
1859 e que hoje vale 1 milhdo de délares diz que to-
dos os zeros da fungdo ¢ se encontram sobre a reta
R(s) = . A validade deste resultado implica que
nao ha surpresas no comportamento da sequéncia
de primos, isto é que os primos tém padrdo de re-
gularidade e que nao hé surpresas 14 adiante, onde
a vista nao alcanga. Uma consequéncia pratica im-
portante deste estudo é a garantia de integridade
do método RSA de criptografia na Internet.

Fungao Moebius E uma funcdo cuja ima-
gem comporta apenas 3 valores: 0, -1 e 1, a depen-
der da seguinte regra. pu(n) = 0 se n tem como di-
visor outro natural ao quadrado. Sendo, pu(n) =1
se n é decomposto em uma quantidade par de pri-
mos e u(n) = —1 se n é decomposto em quantidade
impar de primos.

Funcao Totiente de Euler £ uma
fungdo, denotada ¢(n) que conta a quantidade de
numeros z, tais que x < n e que sao co-primos em
relagdo a n (Ou seja, o mde(z, n) = 1). Conhecida
também como fungao tociente.

Exemplo

Seja o seguinte enunciado
1. Ache o maijor fator primo de 1.894.383
(R=210.487).

2. Ache o k-ésimo numero primo. k=137.255
(R=1.831.187).
3. Ache o primo anterior a 1.618.439

(R=1.618.433).

4. Teste de primalidade. Informe 0=n&ao e 1=sim
se 1.431.559 for primo (R=0).

5. Quantos primos p hé, tal que p < 947.085 7

(R=74.702).

6. Ache a fungao contador de divisores de 18.387
(R=10).

7. Ache a fungdo soma de divisores de 14.396
(R=26.040).

8. Ache a fungdo de Mdebius de 10.616 (R=0).
9. Ache a fungado totiente de Euler de 14.971
(R=13.600).

I¥" Para vocé fazer

1. Ache o maior fator primo
de 1.731.654

2. Ache o k-ésimo nimero
primo. k= 139.577

3. Ache o primo anterior a
1.915.091

4. Teste de primalidade:
Informe 0=nao e l=sim se
1.914.593 for primo

5. Quantos primos p hd, tal
que p < 1.435.561 7

6. Ache a funcao contador de
divisores de 12.888

7. Ache a func¢ao soma de di-
visores de 12.604

8. Ache a fungao de Mdbebius
de 10.420

9. Ache a funcao totiente de

Euler de 13.692
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