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Reducao no niimero de conec-
tivos

A seguir algumas demonstragdes de como se pode
reduzir o nimero de conectivos nas proposigoes:

A, = e <> exprimem-se em termos de ~ e de V

PAg &  ~(~pv~aq)
P—>q & ~pVg
pcrgqg & ~(~(~pVgV~(~qgVp))

V, — e <> exprimem-se em termos de ~ e de A

pVq &  ~(~pA~gq)

p—qg & ~((@A~aq)

porg & ~@A~PA~(~pAag)
A, V e <> exprimem-se em termos de ~ e —
pAg &  ~(p—~q)

PVgq & ~p—=gq

pergqg & ~(po~aqg =~ (@—p)

Forma normal das proposicoes

Uma proposigao estd na forma normal se contém
apenas ~, A e V.

Para botar uma proposicdo na forma normal,
substitui-se a — b por ~ a V b e substitui-se a <> b
por (~aVb)A (aV ~b).

H4 duas formas normais, a conjuntiva (FNC)
e a disjuntiva (FND). A FNC obedece as seguintes
condigoes:

1. Contém apenas ~, A e V.

2. ~ s6 atua em letras proposicionais (ou seja
nao existe ~~ e nem ~ (...).

3. V nao atua sobre A (ou seja ndao hd aV (bA

A FND, obedece:
1. Contém apenas ~, A e V.

2. ~ s6 atua em letras proposicionais (ou seja
néo existe ~~ e nem ~ (...).

3. A nao atua sobre V (ou seja ndo ha a A (bV

).

Principio da dualidade

Se P sé contém ~, A e V, e se trocarmos em P cada
V por A e cada A por V (um pelo outro), obtem-
se a proposi¢ao dual de P, chamada P;. E daqui,
surge o principio da dualidade que diz: Se P e Q
sdo equivalentes e se s6 contém ~, A e V, entdo,
suas duais P; e Q1 sdo também equivalentes.

Proposigoes associadas a uma con-
dicional

Dada uma condicional p — ¢, definem-se 3 pro-
posigoes associadas,

reciproca ¢ — p
contraria ~p - ~ ¢
contrapositiva ~q— ~p

Suas tabelas verdade sdo:

p q |pP—=>499 > p~p—>~g~ygqg— ~p
V|V \ \ \ M
\ F F \ \ F
F N N F F \
F F N N Vv N

As colunas 3-6 mostram que p — ¢ e sua con-
trapositiva ~ ¢ — ~ p sdo equivalentes, isto é
p—>q&> ~qg— ~Dp.

As colunas 4-5 mostram que a reciproca q — p
e a contraria ~ p — ~ ¢ da condicional p — g sao
equivalentes, ou seja, ¢ = p <~ p — ~ q.

As mesmas tabelas verdade também demons-
tram que as condicionais p — ¢q e a sua reciproca
g — p e a sua contraria ~ p to ~ g nao sdo equi-
valentes.

Veja-se um exemplo: Se p significa que o tridngulo
T é equildtero, e g significa que T é isésceles, tem-
se p — q : Se T é equildtero, entdao T é isdsceles,
o que ¢é verdadeiro. Ja a reciproca ¢ — p é Se T é
isdsceles entao T é equilaterio, o que é falso.

Exemplo Seja determinar: a) a contrapositiva
da contrapositiva de p — ¢; b) a contrapositiva da
reciproca de p — ¢; ¢) a contrapositiva da contraria
de p —q.

A contrapositivade p - ¢gé ~qg — ~p. Ea
contrapositiva de ~ ¢ = ~ p é ~~ p — ~~ q que
é equivalente ap — q¢ (~~p = ~~ g p—q).
A reciproca de p — q é ¢ — p. E a contrapositiva
degq—pé~p— ~q.

A contraria de p - ¢ é ~ p - ~ q. E a con-
trapositiva de ~ p — ~ q é ~~ g —~~ p que é
equivalente a ¢ = p. (~~ q —~~p S g — p).

Observe que a reciproca e a contraria sao cada
uma a contrapositiva da outra e que a condicional
e a contrapositiva sdo cada uma a contrapositiva
da outra.

Algebra das proposicoes -
2.parte

Agora a disciplina de légica comega a ficar mais
emocionante e cheia de drama e paixado. Neste mo-
mento, comega-se a provar coisas, construindo o
enorme edificio da légica matemaética.

Antes algumas propriedades

PADp &SP idempoténcia da con-
jungao

PANGSgAD comutativa da con-
jungao

(pAg)ATr & pA associativa da conjungao

(gAT)

pAt<sp identidade da conjuncao

pAcEc identidade da conjuncao

pVpep idempoténcia da dis-

jungao
comutativa da disjungao
associativa da disjungao

PVqg<=qVp
(pva)Vr & pVv

(gvr)

pVtet identidade da disjungao
pVcep identidade da disjuncgao
pA(qVr) & (pA | distributiva

q)V(pAT)

pV(qAT) & (pV | distributiva

g AN (pVr)

pA(pVq ©p absorcao

pV(pAg) & p absor¢ao

~ (p A q) &~ | De Morgan

PV ~q

~ (pV q) &~ | De Morgan

PA~q

p—=>qE~pVag substitui¢do fundamen-

tal

Estratégias de demonstracgao

Quando a frase a provar é uma implicagdo (a = b)
a estratégia é provar que a proposi¢do a — b é uma
tautologia. Quando a frase é uma equivaléncia,
deve-se sair de um lado e chegar no outro, tanto
faz em que sentido. Note que todas as proprieda-
des que sdo equivaléncias permitem essa leitura nos
dois sentidos. De resto, o objetivo é aplicar todas
as propriedades acima listadas e tudo o que ja se
conhece da légica matematica para provar o que se
pretende. Nao esquega que muitas vezes NAO se
consegue chegar a nenhum resultado. Isso neces-
sariamente ndo é um erro. Pode ser que o que se
quer provar nao possa ser provado.
Eis alguns exemplos:

1. Demonstrar a implicagdo (p — ¢)A ~ ¢ =
~ p, conhecida como modus tollens.
(a) -
(b) -
(c) -
(d) -
(e) -
() -
(2) -

2. Demonstrar a implicagdo (pV ¢)A ~p = g,
conhecida como silogismo disjuntivo.

3. Demonstre a implicagdo p Aq = pV q. Vai-
se provar que a proposicdo pAq — pV qé
uma tautologia.

(a

b

(c
(d
() =

4. Demonstrar a equivaléncia p — ¢ <
pA ~ q — ¢, também conhecida como
reducdo ao absurdo. Neste caso, a es-
tratégia de demonstragdo implica em sair
do segundo membro e mediante operacdes
légicas vélidas, chegar no primeiro.

(a) -
(b) -
() =
(d) =
(e) =
(f) =
() -

—~

)
)
)
)

I Para vocé fazer

Demonstre as seguintes frases légicas, indicando
passo a passo qual foi a regra, propriedade ou equi-
valéncia utilizada:

1. p=qV—=r)ep—=qVr (33)

(a) =
(b) =
() =
(d) -
(e
(f
(g
(h

)
)
)
)

2. (p—=>7r)V(@—>s)epAg—rVs.(T)

(a) -
(b) -
(c) =
(d) =
(e) =
(f) -
() =
(h) =

{1




